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OZET

FARK KUMELERININ VARLIK PROBLEMIi VE BRUCK RYSER CHOWLA
TEOREMIi
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Recep Tayyip Erdogan Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmani: Dr. Ogr. Uyesi Emek DEMIRCI AKARSU

Tezin ilk boliimiinde, fark kiimelerinin tanimi, 6zellikleri, fark kiimelerinin varlik problemi
ve diger zorunlu tanim ve teoremler verilmistir. Daha sonra, fark kiimelerini arastiran Bruck Ryser
Chowla Teoremi uygulamalar1 mevcut literatiir kullanilarak sunulmustur. Calismanin ana
boliimiinde, Bruck Ryser Chowla Teoremi ig¢in kosullar1 saglayan bir MATLAB kodu
gelistirilmistir. Tezin sonunda, bazi 6rnek ciktilara sahip kaynak kodu ve test 6rneklerinin ayrintili

analizi de verilmistir.

2020, 65 sayfa

Anahtar Kelimeler: Fark Kiimesi, Simetrik Dizayn, Bruck Ryser Chowla Teoremi



ABSTRACT

THE EXiSTENCE PROBLEM OF DiFFERENCE SETS AND BRUCK RYSER
CHOWLA THEORY
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Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Emek DEMIRCi AKARSU

In the first part of thesis, the definition of difference sets, their properties, the existence
problem of difference sets and the other regired definitions and theorems are provided. Then, the
applications for Bruck Ryser Chowla’s Theorem which investigates of the difference sets are
presented using the existing literature. In the main part of the study, a MATLAB code that
provides the conditions for Bruck Ryser Chowla’s Theorem is developed. At the end of the thesis,
the source code with some sample outputs and detailed analysis of the test examples are also

given.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR DIZINi

Tam Sayilarin Kiimesi
Grup

Fark Kiimesi

Dogal Sayilarin Kiimesi

(mod p) Tam Say1 Grubu
Birim Matris

Bos Kiime

Elemanidir

Farklarin Coklu Kiimesi
Direkt Toplam

Kiigiik Esittir

Biiytik Esittir

Denktir

Etki

Esit Degildir

Bolme

A nin Transpozu

G nin Birim Eleman1
Eleman1 Degildir

Alt Kiime Bagintisi
Esdegerdir

Farklarin Tekrar Sayisi

x in G Kimesindeki Orbiti
x in G Kiimesindeki Stabilizatori
Otomorfizma

Noktalar Kiimesi

Bloklar Kiimesi

Bir G Grubunun eleman sayisi

Fark Kiimesinin Eleman Sayis1



1. GENEL BIiLGILER

1.1. Giris

Fark kiimeleri ilk olarak James Singer’in 1938 tarihli ‘A Theorem in Finite
Projective Geometry and Applications to Number Theory’ (Sonlu Projectif Geometride
bir Teorem ve Say1 Teorisinde Baz1 Uygulamalar) makalesinde ortaya ¢ikmustir (Singer,
1938). Singer fark kiimelerini tanimlamasina ragmen ana teoremi bir dizaynin
otomorfizmasi ile ilgilidir. Bir grubun 6zel bir alt kiimesi olan fark kiimesi v, k, 4
parametreli simetrik dizayndir. Burada v parametresi grubun mertebesi, k parametresi
fark kiimesinin eleman sayisi ve A parametresi ise fark kiimesinden aldigimiz
birbirinden farkli iki elemanin farkinin (modv)’deki kalanlart grubun etkisiz
elemanindan farkli elemanlarinin tekrar sayisidir. Her grubun fark kiimesi olan uygun
bir alt kiimesi bulunabilir. Fark kiimesinin parametreleri arasindaki iligki
incelendiginde fark kiimelerinin yeni bir parametresi olan n parametresi ortaya
cikmistir. Bu n parametresi fark kiimesinin mertebesi olarak adlandirilir. Fark
kiimelerinin tam anlamiyla sistematik olarak c¢alisilmast Marshall Jr. Hall’in
calismalariyla 1940°’larin sonlarin1 bulmaktadir (Hall, 1947).

Bir fark kiimesinin gercekte ne oldugunu anlayabilmemiz i¢in fark kiimesinin
nasil olusturuldugu bilgisine sahip olmamiz gerekmektedir. Fark kiimeleri ilk olarak
degismeli toplamsal gruplarda tanimlanmigtir. Bir grubun 6zel bir alt kiimesi olan
fark kiimesi ancak simetrik dizayn olarak adlandirilan yap1 sartlarini saglarsa vardir.

Gergek hayattaki problemlerde bir¢ok uygulama alanina sahip fark kiimeleri
matematigin soyut cebir, kombinatorik ve geometri alanlarim1 birlestirmeye
caligmaktadir. Kuzey Atlantik Antlasmasi Orgiiti NATO bu uygulamalardan
bazilarin1 takip edebilmek i¢in bir¢gok NATO iilkesinden elektrik miithendisligi,
bilgisayar bilimi ve matematik alanlarindan uzmanlar1 ve Ogrencileri bir araya
getirerek fark kiimeleri ve diziler iizerine ileri ¢alisma enstitiisiine destek olmustur
(Pott vd., 1999).

Fark kiimeleri yiliksek enerjili optiklerde, iletisimde var olan sinyal
gliriiltiistiniin dogru yorumlanmasinda, astronomik olaylarin gériintiilenmesinde, hata
diizeltme kodlarinin  olusturulmasinda, kuantum bilisimindeki siireclerin

kolaylastirilmasinda, kodlama ve desifre etme gibi uygulama alanlarinda
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kullanilmaktadir.

Uzayin biiyiikliigiinii arastirmada fizik¢iler Diinya atmosferinden kaginmak i¢in
uydulara yerlestirilmis teleskoplar kullanirlar. Sinirsiz radyasyon atmosfere
carptiginda rastgele yonlerde kirilir. Bu genellikle pirilti olarak adlandirilan bir olaya
sebep olur. Bu pirilt1 Diinya’da goriilen goriintiileri bulaniklastirir. Dalgaciklarin bir
golet yilizeyinde sahip oldugu benzer bir etkidir. Bu nedenle; pirilti yoksa
teleskoplarin atmosfere yerlestirildiginden emin olunur. Gezegenin yiizeyindeki
teleskoplardan farkli olarak bilim adamlar1 yiiksek enerjili olaylarini goriintiilemek
ve goriintiileri aktarmak i¢in merceklerin kullanimina giivenmemislerdir ve sinyali
dogru yorumlayabilmek i¢in iyi otokorelasyon 6zelliklerine sahip fark kiimeleri ile
ikili diziler arasindaki iliskiden yararlanilmistir (Zhang vd., 1998).

Optiklerde de oldugu gibi, kodlama maskesini filtreden dedektdre giden verinin
uygun bir ikili dizi oldugu diistiniilebilir. Bu sinyal verilerde bir giiriiltii oranina sahip
olacaktir. Gorlntii yeniden olusturuldugunda bilgisayarin uygun gorintiyi
olusturdugundan emin olmas1 gerekmektedir. Bu gelen veriyi nesnenin olasiliksal bir
modeli ile karsilastirarak yapabilmektedir. Baska bir deyisle bilgisayarin sinyali ile
ideal sinyal modeli arasindaki korelasyonu hesaplamasi ve en yiiksek korelasyona
sahip olan1 se¢mesi gerekir. Bunun icin bir fark kiimesinin Gtelemelerinden
yararlanilir (Skinner, 1984).

Fark kiimesinin yapis1 fizik¢ilerin kaynaklarin1 dogrudan incelemek i¢in 6zel
dalga boylarindaki fotonlar: tespit etmek amaciyla 6zel filtreler olusturmasini saglar.
Hastanelerde bulunan MR cihazlar1 ve rontgen makinelerinde X-1gin1 kirinimi vardir.
Hasta, radyasyon kaynag ile radyasyona duyarli dedektor arasina yerlestirilmelidir.
Viicudun bélimleri radyasyonu sogurur, dedektorde golgeler ve orijinal goriintiiyii
yeniden olusturmak icin bir kodlama islemi yapar. Astrofiziksel goriintiileme
amactyla dedektor ile kaynak arasina maske yerlestirilir. Daha sonra bilgisayar
maske vasitasiyla gegen veriye bagli olarak orijinal goriintiiyii yeniden olusturmayi1
denemektedir (Xie vd., 2013).

Fark kiimelerinin yapilar1 verileri kodlamak ve kod ¢ozmek icin de
kullanilmaktadir. Basit bir kod ¢oziiciiniin ve bir fark kiimesinin kodunun
kullanilmasi ¢ok etkili bir bellek koruma yontemidir. Hata diizeltme kodu sadece bir
say1 dizisini ifade eden algoritmadir. Oyle ki getirilen herhangi bir hata geri kalan

sayilara gore tespit edilip diizeltilebilir.



Bir giines tutulmasina asla dogrudan bakilmamasi gerektigi bilinmektedir.
Gilines tutulmasini dolayli olarak gormeyi saglayacak etkili yontemler mevcuttur.
Bunlardan bir tanesi birinin iizerinde kiig¢iik bir igne deligi olan iki beyaz kagidin
kullanildig1 yaygin bir yontemdir. Tutulmadan gelen 151k, icindeki delikten kagida
carpar ve ikinci kagit lizerine tutulmanin kii¢iik bir goriintiisiinii yansitir. Bu sinirhi
sayida veriye izin verse de goriintii bas asagi olsa bile elde edilen bir goriintii vardir
ve bu igne delikli kagit maskenin en basit fikridir. Eger kagit iizerindeki delik ¢ok
kiiciikse resmin odakli oldugu ancak c¢ikmakta olan sinirli sayida 1sin nedeniyle
parlak olmayabilecegi fark edilmistir. Eger delik ¢ok biiyiikse parlak bir goriintii elde
edilir. Ama goriintii bulanik ve keskin degildir (Zand, 1995).

Bu tez ¢alismasinda, fark kiimelerinin varlik problemi ve Bruck Ryser Chowla
teoremi konusu i¢in gerekli tamimlar, ilgili teoremler ve kiimeyi tanimlayan
parametrelerin 6zellikleri, gerekli teoremlerin ispatlari varlik problemi ile ilgili genel
bir literatiir 6zeti bulunmaktadir. Fark kiimelerinin simetrik dizayn ile iliskisinden
bahsedilerek Bruck Ryser Chowla Teoreminin sartlarini saglayan ve saglamayan
orneklere yer verilmistir. Bu tezde, sartlar1 saglamayan Orneklerin fark kiimesi
olmadiklar1 belirlenmistir. Bruck Ryser Chowla teoremi tek yonli bir gerektirme
oldugundan gerektirmenin ikinci kisminin saglanmamasi birinci kismi etkisiz hale
getirir. Yani lineer diophant denklemine bir ¢6ziimiin olmamas1 o parametrelerle bir
simetrik dizayn olamayacagini belirtmektedir. MATLAB programinda yazilan
simetrik dizayn kodu ile grubun fark kiimesi olan 6zel alt kiimelerini tarayarak uygun
olan1 se¢mektedir. Ayrica ana program kodu deger araliklar1 verilen v, k ve A
parametrelerini sirasiyla simetrik dizayn ve BRC kodu ile birlikte fark kiimelerinin
bir listesini vermektedir. MATLAB programinda yazilan bu kodlarin ¢alisma siireleri

olduk¢a uzundur.



1.2. Literatiir Ozeti

Fark kiimeleri ile ilgili Yabanci kaynaklarda birgok calisma Yyapildigi
goriilmektedir. Ilk olarak sonlu geometrilere gére incelenen fark kiimelerinin (Singer,
1938), simetrik dizaynlar, kodlama teorisi ve matematigin diger bircok alaniyla
baglantilar1 vardir. Fark kiimelerinin sistematik calisilmast 1940’larin sonlarinda
Marshall Hall’in ¢alismalarina kadar gitmektedir (Hall, 1940).

Bose ve Nair (1939)’in calismasinda blok dizaynlarinin olusturulmasinin ilk
sistematik metodu verilmistir. (Levi, 1942) calismasinda sonlu projektif ve afin geometri
arasindaki yakin iligki vurgulanmistir. (Bruck ve Ryser, 1949), (Bose, 1949), ve
(Schiitzenberger, 1949) g¢alismalarinda bu geometrileri ¢aligmak i¢in denk matrisleri
kullanmiglardir (Dembowski, 1997).

Bruck ve Ryser (1949) ve (Chowla ve Ryser, 1950) g¢alismalarinda (v,k,A)
parametreli simetrik dizaynlarin varligi igin Bruck Ryser Chowla Teoremi verilmis ve ilk
makalede yazarlar A = 1 durumunda teoremi ispatlamiglardir. ikinci makalede sonucu
herhangi bir pozitif A sayisina genisletmislerdir. (Ryser, 1982) makalesinde teoremin
daha basit bir ¢6ziimii verilmistir. Sonrasinda Ryser ve Chowla fark kiimesi kabul edilen
birgok 6rnegin fark kiimesi olmadigini1 gostermistir (Ryser ve Chowla, 1982).

Baumert (1971) galismasinda k < 100 ile verilen devirli gruplarin fark kiimeleri
icin parametrelerin tam bir listesini vermistir. (Raghavara, 1971) calismasinda blok
dizaynmnin tanim ve Ozelliklerini vermistir. Ayrica simetrik dizayninin varligini
gostermistir. (Kibler, 1978) makalesi k < 20 igin devirli olmayan gruplardaki fark
kiimelerinin ilk genis kapsamli numaralandirmasini gergeklestirmistir. Fark kiimelerinin
k < 20 sartiyla bulunabilecek gruplar diigiiniilmiistiir.

Simetrik dizaynlarin ti¢lii parametreleri hakkinda bir¢ok soru vardir. (Lander, 1983)
calismasinda her 4 > 1 igin ¢ok fazla (v, k, 1) simetrik dizayni bilindigini gostermistir.
Lander yapmis oldugu calismada k < 50 ile olasi degismeli fark kiimelerinin bir
tablosunu vermistir. (Kopilovich, 1989) bu aramay1 k < 100’e kadar uzatmigtir. Bunlar
v < A%(A + 2) seklinde trivial olmayan simetrik dizaynlardir. A bir asalin kuvveti olmak
iizere (Lander, 1983)’e goére v = A%2(1 + 2) smirma ulasan bir simetrik dizayn vardur.

Balkanay (1986) degismeli bir G grubundaki (v, k, A) parametreli fark kiimelerinin
yokluk kriteri olarak kullanilabilecek bir teorem ve ispatim1 vermistir. (Aygor, 1987)

hadamard matrisini (v, k,A) parametreli simetrik blok dizaynlar1 ile 6zel olarak



olusturulan hadamard dizaynini vererek yorumlamistir. Bu ¢aligmanin sonucunda 6zel
hadamard matris tipleri ve 6zellikleri incelenmistir.

Lam, John, McCay, Swiercz ve Thiel (1989) makalesinde (Carter, 1970)
caligmalarinin devami olarak matematiksel akil yiiriitme birlesimi ve bilgisayar
aramasinda onuncu mertebeden projektif uzayin bulunmadigmi gostermislerdir.
(Cameron ve Lint, 1991) c¢alismasinda 12, 15, ve 18 mertebeli projektif uzayin
bulunmadigini gosterilmistir.

Assmus ve Key (1992)’e gore cebirsel kodlama teorisinin dizaynlarin analiz ve
siiflandirilmasindaki uygulamalarini incelenmistir. (Demkowski, 1997) simetrik dizayn
tizerine bilinen sonuclarin bir listesini ¢calismasinda vermistir.

Aygor (1994) doktora tezinde bir (v, k,A) parametreli simetrik blok dizaynin
tekrarlanma matrisinin bilizlilmiis matrisi ile kodlar iiretmis ve bunlarin 6zelliklerini
incelemistir.

Delahaye (1996) calismasinda hata dilizeltme algoritmasinin gelistirilmis halini
gostermistir. Bu nedenle (1057, 813, 34) devirli fark kiimesi kodu teorideki 16 hata
yerine 26 rastgele hatay1 diizeltmeyi basarmistir.

Lopez ve Sanchez (1997)’in makalesinde k < 150 ile degismeli fark kiimeleri i¢in
olas1 tiim parametrelere bakmustir.

Ustamehmetoglu (1999) ¢alismasinda k bir tek say1 olmak tizere (v, k, ) simetrik
dizayninin C kodu i¢in C; alt kiimesinde X sozciigiiniin izafi agirligini, maksimum izafi
agirlik ve izafi agirlik oranini tanimlayarak 6zelliklerini incelemistir.

Tiirkiye’de projektif geometri iizerine yapilan ¢aligmalar incelendiginde projektif
geometri olusturmadaki amaci perspektife uygun paralel dogrularin sonsuz iizerinde
kesistigi bir geometri olusturmak olarak belirlenmistir. Bu dogrultuda Oklid diizlem
geometrisi tizerindeki yeni noktalar eklenerek dogru tanimi igerisinde de kiiglik bir
degisiklik yapilabilmektedir. (Akpinar, 2005)’e gore 2, 3,4, 5, 7 ve 8 mertebeli projektif
diizlemlerin kurulus metodlarinin incelenerek bunlarin sonuglarina karsilik 9. mertebeden
bilinen dort farkli diizlemin nasil elde edildigi arastirilmistir. 10. mertebeden projektif
diizlemin yoklugu hakkindaki bilgiler bir araya getirilmis ve yorumlanmistir. Bunun
sonucunda projektif diizlemin mertebesinin biiyiimesi teorik olarak elle yapilan
islemlerde zorlasma oldugundan yapilan arastirmalarla bilgisayar kullaniimasinin
zorunlu hale geldigi belirlenmistir. Bu c¢alismada en c¢ok projektif diizleme

genisletilebilen latin karelerden yararlanilmistir.
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Baskar ve Saravanan (2012) fark kiimelerinin yapilarinin verileri kodlamak ve
desifre etmek i¢in kullanilabilecegi ve aymi zamanda fark kiimesi kodlarinin bellek
giivenligi tizerine kullanilmasi tizerinde ¢aligilmigtir. Son yillarda (AbuGhneim, 2013;
2016) calismalarinda 64 mertebeli tiim gruplar igin neredeyse biitiin numaralandirmalari
bulunmustur. Ve birkag yazar 96 mertebeli gruplar igin fark kiimeleri bulmuslardir
(Golemac et al, 2005; 2007; AbuGhneim ve Smith, 2007).

Fark kiimeleri ¢aligmasinda alt yap1 igin gerekli tanim, teoremler ve ispatlar (Tasei,
2010), (Cevik, 2012), (Rosen vd., 2005), (Williams, 1937), (Bayraktar, 1988), (Ding,
2014), (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynaklarinda mevcuttur.



1.3. Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.3.1 (Grup) G bos olmayan bir kiime ve bu kiime {izerinde bir ikili islem *
olsun. Buna gore eger asagidaki sartlar saglanirsa (G,*) cebirsel yapisina (ya da G
kiimesine * islemine gore) bir grup denir.

G1) Birlesme: Her a,b,c € G igin a * (b *xc) = (a * b) * c.

G2) Birim Eleman: Her a € G igin a * e = e * a = a sartin1 saglayan 3 e € G
mevcutsa e birim elemani vardir.

G3) Ters Eleman: G kiimesindeki her bir a i¢in e, G’nin birim eleman1 olmak iizere

a*xa' =a' *a = e olacak sekilde 3 a’ € G vardir.

Tanim 1.3.2. (Degismeli Grup) (G,*) bir grup olmak iizere her V a,b € G igin a *

b = b x a oluyorsa 0 zaman bu gruba degismeli grup denir.

Tanim 1.3.3. (Grubun Mertebesi) G sonlu elemanli bir kiime ise (G,*) grubuna bir

sonlu grup, eleman sayisina da grubun mertebesi denir.

Tanim 1.3.4. (Grup Homomorfizmast) (G,®) ve (G',©) iki grup olmak {lizere
f: G — G’ bir fonksiyon olsun.
e Egerhera,b € Gigin f(a @ b) = f(a) © f(b) oluyor ise 0 zaman f’ye grup
homomorfizmasi ad1 verilir.
Yukaridaki tanimda a € G olmak iizere f(a) € G' olduguna dikkat etmek
gerekir. Farkli goziiken iki grup ayni temel yapiya sahip olabilir. Asagidaki tanim

bununla ilgilidir.

Tanim 1.3.5. (Grup I[zomorfizmasi) G ve G' bir grup olmak iizere f:G — G’
fonksiyonu, asagidaki sartlari saglayacak sekilde mevcutsa G, G' ne izomorftur denir
ve G = G' seklinde yazilir.
e Homomorfizma: Her a,b € G igin f(a @ b) = f(a) © f(b) dir.
e Birebirlik: Her a,b € G i¢in f(a) = f(b) ise a = b dir.
e Ortenlik: Her g € G’igin g = f(a) seklinde yazilabilen en az bir a € G vardir.
Kisaca izomorfizma, homomorfik 6zellige sahip gruplar arasindaki birebir ve

orten eslemedir. Bu bizi, fark kiimelerinin elde edilmesine katkida bulunan 6zel bir
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izomorfizma tiirli olan otomorfizmaya gotiiriir.

Tanmim 1.3.6. (Grup Otomorfizmast) G bir grup olmak iizere grubun kendi lizerinde
tanimlanan izomorfizmaya grup otomorfizmasi denir. Tiim otomorfizmalarin grubu
Aut(G) ile gosterilir ve G nin otomorfizma grubu olarak adlandirilir (Bayraktar,
1988).

Grup yapis1 tanimlar1 verildigine gore simdi grup tizerinde yapilacak islemleri

tanimlayabiliriz.

Tanim 1.3.7. (Etki) Bostan farkli bir X kiimesinin permiitasyonlarinin grubu G olmak
tizere G grubu aslinda X kiimesi lizerinde tanimlanacak simetrik grubun bir alt grubu
olup, X in tim permiitasyonlarinin grubudur. Bu durumda her g € G ve her x € X
icin, (g,x) = g(x) kurali altinda tanimlanacak bir G X X — X fonksiyonu asagidaki
sartlar1 saglarsa G grubu X kiimesi lizerine soldan etki eder denir. Ve G ™~ X seklinde
gosterilir.

e Her g € G ve her x € X i¢in, gx elemaninin bir anlam1 vardir ve gx € X dir.

e Her g,,9, € G veherx € X i¢in, (g192)x = g,(g,)x dir.

e Herx € Xi¢in 1;x = x dir.

Tanim 1.3.8. (Orbit-Yéoriinge) Bir G grubu ve X kiimesi igin birim eleman ve birlesme
ozelliklerini saglayan F:G X X — X fonksiyonu varsa G’nin X fizerine etki ettigi
sOylenmektedir.

e Vx€XiginF(Ig,x) = x tir.

e Vg,he€Gvex € X olmak iizere F(gh,x) = F(g,F(h,x))
geEG " ~" i¢in x; ~ x, & F(g,x,) = x, ile X tizerinde bir bagint1 olarak tanimlanir.
Eger x € X ise 0 zaman x elemaninin G grubuna gore orbiti 0(x) = {gx | g € G}
kiimesidir ve orbg;(x) ile gosterilir. Denklik smiflar1 G nin X tizerindeki orbitleri olarak

adlandirilir ve her orbit, x’i i¢eren bir denklik sinifidir. Sabitleyici;

stabs(x) ={g € G| F(g,x) = x}

olarak tanimlanir (Cevik, 2012).



Teorem 1.3.1. G bir grup ve a, a(D) = D olacak sekilde D’nin bir ¢arpani olsun. O
zaman D, G’nin elemanlariin bir permiitasyonu olarak « i¢in orbitlerin birlesiminden
olusur (Cevik, 2012).

Sonradan goérecegimiz gibi fark kiimeleri bir ¢ok yoldan olusturulabilir.

Orbitlerin birlesimi bu yontemlerden biridir.

1.4. Tekrarlanma Yapilar1 ve Dizaynlar

Tanmim 1.4.1. (Tekrarlanma yapus:) P noktalar kiimesi, B bloklar kiimesi olmak tizere
PNB=0@veJ € P X B olmak iizere (P, B, 7) t¢liisiine bir tekrarlanma yapisi denir.
p € Pve B € Bigin (p,B) € J ise p ve B’nin iliskili oldugu sdylenir (Lander,1983).

Asagida tekrarlanan yap1 6rneklerine yer verilmistir.

Ornek 1.4.1. Oklid diizleminde, P yi noktalar kiimesi ve B’ yi dogrular kiimesi

alabiliriz.

Ornek 1.4.2. P = {1,2,3} ii¢ elemanli noktalar kiimesinin blok kiimesi;
B = {{1}, {1,2},{1,3}, {1,2,3}} olmak tizere 1 elemani her dort blokta, 2 elemani1 2. ve
4. blokta ve 3 elemani 3. ve 4. blokta bulunur.

Ornek 1.4.1. de noktalar ve bloklar siirsiz iken Ornek 1.4.2. de noktalar ve
bloklar sinirlidir. Ornek 1.4.1. de belirli bir diizende sinirsiz nokta ve blok varken
Ornek 1.4.2. de noktalar sinirli bloklar diizensizdir. Bizim kullanacagimiz kiimeler
sinirlt ve diizenli olan kiimeler olacaktir.

Bir tekrarlanan yapiy1 temsil etmek i¢in matris gosterimi kullanilabilir. Bunun

i¢in asagidaki tanim kullanilacaktir.

Tanim 1.4.2. (Tekrarlanma Matrisi) (P, B, J) tekrarlanma yapisinda noktalar kiimesi
P = (p1, P2, ., Py), bloklar kiimesi B = (B, By, ...,B;) olsun. Burada 0 <i<wv

olmak iizere p; noktalar1 ve 0 <j < k olmak lizere B; bloklar1 temsil etmek lizere

tekrarlanma matrisi M, m;; € M olmak iizere;

I {1 egerp; € B;,
Y 0 aksi taktirde
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olarak tanimlanir.
Sonlu olan her tekrarlanma yapis1 tekrarlanma matrisi ile temsil

edilebilmektedir. Matrisin siitunlar1 noktalar satirlart ise bloklar1 temsil etmektedir.

Ornek 1.4.3. Ornek 1.4.2. deki tekrarlanma matrisi asagidaki gibidir. Bu matriste
siitunlar noktalardan ve satirlar bloklardan olusmaktadir. P = {1,2,3} ve

B= {{1}, {1,2},{1,3}, {1,2,3}} olmak iizere tekrarlanma matrisi M ile gosterilirse;

Il
(RGN
el S )
= mOoO O

olarak bulunur.

Tekrarlanma matrisleri sadece bir tekrarlanma yapisina ait olmayabilir. Iki
tekrarlanma yapisinin ayni olup olmadigini kontrol etmek icin bloklar veya
noktalarin siralamalar1 degistirilerek olusan matris ile permiitasyon matrisi

carpilabilir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Tamim 1.4.3. (Izomorf Tekrarlanma Yapilar) (P, B,7) ve (P',B’,7") iki tekrarlanma
yapisi olsun. Eger P yi P'ne, B yi B’ ne esleyen birebir 6rten fonsiyon varsa bu
yapilar izomorf olarak adlandirilir. izomorfizma (P,B,7) ve (P’,B’,7') yapisini
korur (Lander, 1983).

Fark kiimeleri ve dizaynlar baglantili oldugundan dizayn tanimlar

verilmektedir.

Tanim 1.4.4. (Blok Dizayni) v tane noktanin olusturdugu b tane blok igin;
e Her blokta k tane farkli nokta vardir.
e Her nokta r farkli blokta vardir.

e Herhangi iki nokta ¢ifti A farkli blokta vardir.

sartlarini1 saglayan yapiya blok dizayni denir. Parametreleri arasindaki iligki;
bk = vr
rtk—1)=Av—-1) (D
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(1) esitligi b, v, r, k, 1 parametreleriyle saglanir. Eger b bloklarinin sayisi v
noktalarinin sayisina esitse dizaynin simetrik oldugu sOylenir. bk = vr esitliginde
k = r oldugunda bir simetrik dizayndir. Her fark kiimesi, noktalar1 {0, 1, 2, ..., v — 1},
bloklar1 {D,D + 1, ...,D + (v — 1)} olan bir simetrik blok dizayn1 olusturur (Baumert,
1971).

Ornek 1.4.4. Noktalar kiimesi P = {0,1,2,3,4,5,6}, D = {1, 2,4} ve bloklar kiimesi,

B,=0+D ={1,2,4}
B,=1+D =1{2,3,5}
B;=2+D ={3,4,6}
B,=3+D ={0,4,5}
Bs=4+D =1{1,5,6}
Bs=5+D ={0,2,6}
B, =6+D =1{0,1,3}

B = {{0,1,3},{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6}, {4,5,0}, {5,6,1},{6,0,2} }

olmak tizere bu tekrarlanma yapisi (7, 3, 1) dizaynini olusturur.

Bazi trivial olmayan fark kiimeleri;

D; ={1,2,4} (mod 7),

D, ={0,3,5,6} (mod 7)

D; ={0,1,3,9} (nod 13)

D, =1{1,4,5,6,7,9,11,16,17} (mod 19)

seklindedir.

Tamm 1.4.5. (Simetrik Dizayn) (v, k, A) bir simetrik dizayn (?, B, 7) tekrarlanan
yapt 0 < k < v olmak iizere asagidaki 6zellikler saglanir. (Hall ve Ryser, 1951)
e v sayida nokta vardir. (|P| =v)

e v sayida blok vardir. (|B| =v)
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e Her bir nokta k tane blokta bulunur.

e Her bir blok k tane nokta igerir.

e Herhangi iki blokta A tane ortak nokta bulunur.

e Herhangi iki nokta A blokta birlikte bulunur.

A =0ve 1 =k — 1 olan simetrik dizaynlar trivial (6nemsiz) simetrik dizaynlar

olarak adlandirilirlar.
Herhangi bir blok dizaynin A matrisi, 0 ve 1 den olusan v X v boyutlu dizaynin
tekrarlanma matrisi olarak adlandirilir. i. blokta j. eleman varsa a;; = 1 yoksa a;; =
0 alinarak matris olusturulur. [ i. blok D + (i — 1) ve j. eleman (j — 1) dir.]

Ornek 1.4.4. iin tekrarlanma matrisi asagidaki gibidir.

0 1 1 0 1 0 0
0 01 1010
0 001 1 01
A=11 0 0 0 1 1 O
01 00 011
1 01 0 0 0 1
‘1 1. 0 1 0 0 O

Tamm 1.4.6. (Simetrik Dizaynin Mertebesi) n = k — A sayisina fark kiimesinin

mertebesi denir (Lander, 1983).

Tamim 1.4.7. (Késegen Matris) A = (a;j)nxn bir kare matris olmak lizere eger i # j i¢in
her zaman a;; = 0 oluyorsa, bu taktirde A matrisine késegen matris denir ve elemanlar

diag(A) kiimesiyle gosterilir.

Tanim 1.4.8. (Denk Matris) A ve B n X n tipinde iki matris olmak iizere, eger B = PAQ
olacak sekilde P ve Q tersinir matrisleri varsa, 0 zaman A ve B matrislerine denk matrisler

denir.
Tamm 1.4.9. (Kongriians matris) A ve B n X n tipinde iki matris olmak iizere, eger

B = QTAQ olacak sekilde Q tersinir matrisi varsa, 0 zaman A ve B matrislerine

kongriians matrisler denir. Kongriians matrisler denk matrislerin 6zel bir halidir.
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Tamm 1.4.10. (Benzer Matris) A ve B n X n tipinde iki matris olmak {izere, eger
B = P71AP olacak sekilde tersinir bir P matrisi varsa, o0 zaman A ve B matrislerine

benzer matrisler denir (Williams, 1937).

Tanmim 1.4.11. (Tekrarlanma Denklemi) Bir simetrik dizaynin tekrarlanma matrisi A
ise /, elemanlarinin hepsi 1 olan uygun boyutlu bir kare matris ve 7, uygun boyutlu birim
matris olmak iizere A'A = (r — 1)7 + AJ denklemine tekrarlanma denklemi denir.

(7 = k oldugunda simetrik dizaynin tekrarlanma denklemi olur.)

Ornek 1.4.4. iin tekrarlanma denkleminden asagidaki matris elde edilir.

A'A=(r =T+ =

(LN NN NN
(SN NN SO
NN SV Sr G
R R W R

(S S N SV | S S
R WRR RER R
W R Rl e

Yukaridaki blok dizayn tanimindan tekrarlanma matrisi ve denklemi arasindaki
iliski A'A = (r — A1) + AJ dir. Burada 7, v mertebeli birim matris ve ], ayn1 mertebeli

tiim elemanlar1 1’den olusan matristir. A*A ifadesinin determinanti;

|AtA| = [r + (v — DA](r — )V
=[r+rk—-1]F—-1)¥D
=[k+k(k—1D](k — 2@V
=k?(k—2)® D %0
seklindedir. Eger blok dizayni simetrikse (1) denklemi kullanilarak

|ATAl = k?(k — ¥ (2)

yazilir. A simetrik blok dizayninin tekrarlanma matrisi tekil degildir. Bunu kullanarak
bir simetrik blok tasariminin tekrarlanma matrisinin normal oldugu gdsterilebilir.

Yani |A*A| = |A|? oldugundan;
AtA = AAt = (k — DI + A 3)
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(2) ve (3) denklemlerinden simetrik blok tasariminin sadece v ¢ift, n = k — A bir tam

kare oldugunda mevcut olacagi sonucuna varilmistir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Ornek 1.45. 7Z,=1{0,1,2,3,4,56} kiimesinin 4 elemanli D = {1,2,3,5} alt
kiimesinin otelemeleri alinarak olusturulan bloklariyla asagidaki gibi goriilmektedir

(Peifer, 2013).

o
8 IA A
W

[ 7

&"
LN

4 2

Sekil 1. (7,4,2) Parametreli Simetrik Dizayn (Peifer, 2013)

Bir blok dizayninin tekrarlanma matrisinin tanimi, farkli yazarlara ve hatta ayni
yazarin farkli ¢alismalarina gore degismektedir. Bazilar1 yukarida A tarafindan
belirlenen matrisin A yerine tekrarlanma matrisi oldugunu soylemektedir. Bu
nedenle referansa basvururken kullanilan tekrarlanma matrisi dikkatlice kontrol
edilmelidir.

Asagidaki teoremler fark kiimelerinin parametreleri arasindaki iligkileri,

tekrarlanma matrisi ve tekrarlanma denklemleri ile ilgili bilgiler icermektedir.

Teorem 1.4.1. Bir D simetrik dizaynin v, k, A parametreleri arasinda (v — 1)1 = k(k —

1) bagintist vardir. Bu bagintidan;

k2 — v =k — A,
(w—I)1=(k—1)(k— 1)

esitlikleri elde edilir (Lander, 1983).
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Teorem 1.4.2. Bir (v, k, A) simetrik dizayninda v gift ise, n bir tam sayinin karesine esit

olmak zorundadir (Schiitzenberger, 1949).

Ozellik 1.4.1. Bir simetrik dizaynin tekrarlanma matrisi A ise, J elemanlarinin hepsi 1
olan uygun boyutlu bir kare matris ve 7 uygun boyutlu birim matris olmak tizere,

e AJ=JA=K

o AAT =ATA=nI+A

v—1

o |detA| =knz
esitlikleri mevcuttur (Lander,1983).

Teorem 1.4.3. Bir simetrik dizaynin tekrarlanma matrisi A ise, J elemanlarinin hepsi 1

olan uygun boyutlu bir kare matris ve 7 uygun boyutlu birim matris olmak iizere,

AAT = ATA=nl + A

dir (Ryser ve Bruck, 1949).

Ispat: Ozellik 1.4.1 deki AAT = nJ + AJ esitliginden;

det (AAT) = det (nJ + 4))

m+1 A Ao A
A n+i 4 . A

A A A .o n+ M

2.,3., ..., v. stitunlar 1. siituna eklenirse;
n + vA A A .. A
n+vi n+i1 1 .. A
n + vl A A .. n+ A
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1 A A A

1 n+1 1 A
=nm+vd)|’

1 A A .. n+ M

1 1 2 A

0 n O 0
=nm+vi)|’

0 0 0 .. n
=M+ vi)n'?!

bulunur. Yani;
det (AAT) = (n+ vA)n¥ 1!
dir. n + vA = k? oldugundan

det(4AT) = A% = k?n¥1
v;l
olur. Buradan |detA| = kn"z bulunur.

Tanim 1.4.12 (Simetrik Dizaymin Tekrarlanma matrisi) Noktalar kiimesi P =
(p1,p2, -, Py), bloklar kiimesi B = (B, B, ..., B,) ve i,j € {1,2,...,v} olmak iizere

(v, k, A1) simetrik dizayninda;

me. = {1 egerp; € B;
Y (0 aksi taktirde

seklinde tanimlanan bir M = [mij]vxvmatrisine simetrik dizaynin tekrarlanma

matrisi denir. M matrisi (13,k,A) simetrik dizayninin tekrarlanma matrisi olmak

izere asagidaki gibi ifade edilir (Hall ve Ryser, 1951; Lander, 1983).
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MMT =

NN NN N NN
PO T N Y
PO I N I
PO I N i VPN
PO N VRPN
N N N VI VNP
PO N kU VI
PO N VPP U N
PSPPI O O O I NN
PSP O O I NN
N T T N
P N I T T I N N
oMM LMOLLMLOLMDS

1.5. Fark Kiimeleri

Fark kiimeleriyle ilgili incelemeye sonlu grup olan G dikkate alarak
baslanmaktadir. G devirli grup ise Z, = {0,1,2, ..., v — 1} ile temsil edilen toplamsal
grubu kullanilmaktadir. Bir grubun alt kiimesi olarak ayarlanan bir fark kiimesini
(Singer, 1939)’in tanimladig: gibi sonlu projektif geometriden iiretilen kiime olarak

gosterebiliriz.

Tamim 1.5.1. (Fark Kiimesi) v mertebeli (G, +) grubunun D = {d,, d,, ..., d;} bostan
farkli alt kiimesi (mod v) deki kalan siniflarinin k tane elemani alindiginda

di,d;€D,d; #d;vea+ 0(mod v) olmak iizere;

d; — dj = a(mod v)

kongiirans1 A tane (di, dj) ¢Ozlimiine sahiptir. Buradaki D alt kiimesine G grubunun
(v, k, 1) parametreli bir fark kiimesi denir.

Fark kiimelerini herhangi bir * iglemi ile de tanimlayabiriz. |G| = v ve (G,*)
grubunun bostan farkli bir alt kiimesi |D| =k olsun. D kiimesinden aldigimiz

birbirinden farkl: iki elemanin

d; * d;i'* = a(mod v)

seklindeki elemanlarinin olusturdugu ¢oklu kiime A, G’nin etkisiz elemanindan farkl
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elemanlarinin her birini tam A kez igeriyorsa, D alt kiimesine G’nin (v,k, 1)
parametrelerine sahip bir fark kiimesi denir (Lander,1983).

Fark kiimelerinin uygulama sorularinda islem olarak toplama kullanilmistir.

Ornek 1.5.1. G = Z,, = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} olmak iizere (G, +) grubunun on
bir elemani noktalar kiimesi, (Z;;,+) grubunun fark kiimesi D = {1,3,4,5,9}

kiimesinin 11 adet 6telemesinden olusturulsun. Yani a € G olmak {izere

B, =0+4D ={1,3,4,5,9}
B,=1+D ={2,4,5,6,10}
B;=2+D ={3,56,7,0}
B,=3+D=1{46,781}
Bs=4+D=1{578,92)}
Bs=5+D = {6,8,9,10, 3}
B, =6+D = {7,9,10,0,4}
Bs=7+D ={8,10,0,1,5}
By=8+D =1{9,0,1,2,6}
Byo=9+D ={10,1,2,3,7}
By, =10+ D ={0,2,3,4,9}

B kiimesi bloklar kiimesi olarak asagidaki gibidir.

B ={{0,1,2,6,9},{0,1,5,8,10},{0,2,3,4,8},{0,3,5,6,7},{0,4,7,9,10},
{1,2,3,7,10},{1,3,4,5,9},{1,4,6,7,8},{2,4,5,6,10},{2,5,7,8,9},{3, 6,8,9, 10}

Bloklar kiimesi incelendiginde;
e 11 tane nokta vardir, |G| = 11.
e 11 tane blok vardir, |B| = 11.
e Her bir nokta 5 tane blokta bulunur.
e Her blokta 5 tane nokta bulunur.
e Herhangi iki blokta 2 tane ortak nokta bulunur.
e Herhangi iki nokta 2 blokta birlikte bulunur.
Dolayisiyla D kiimesi, (11,5, 2) parametreli bir simetrik dizayndir.
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Teorem 1.5.1. D, G’nin (v, k, A1) parametreli bir fark kiimesi olsun. Oyleyse v, k,
parametreleri arasindaki iliski;

o k(k—1)=2v-1)

e n=k*- Qv

dir (Lander, 1983).

Ispat: D bir fark kiimesi ise eleman sayis1 k dir. D fark kiimesinin her d, d, siral
ikililerinin sayis1 k(k — 1) tanedir. A ¢oklu kiimesinin eleman sayisi d; — d,
farklarinin sayisidir. Yani k(k — 1) tanedir. G’nin bostan farkli v — 1 tane elemani A
coklu kiimesinde listelenen elemanlar arasinda tam A kez tekrar etmektedir. Yani

A(v — 1) elde edilir. Bu iki ifade de d; — d, farklarinin sayisini verir. Dolayisiyla;

k(k—1)=Av—-1) (4)
dir. (4) diizenlenirse;

k? —k=v—2
k?—lv=k—-2

k?—lv=n

elde edilir. (n, fark kiimesinin mertebesidir.)
Dizaynlar i¢in 6nemli olan parametreler fark kiimeleriyle dogrudan iliskilidir.
Bir fark kiimesi genellikle li¢ parametre kullanilarak tanimlanir. Dordiincii parametre
olarak fark kiimesinin mertebesi siklikla tartisilmaktadir ve fark kiimesinin en 6nemli
parametresi oldugu diistiniilmektedir. Fark kiimesinin parametreleri asagidaki gibi
ifade edilmektedir.
e |G|l=v
e D=k
e A sayisi G’nin sifirdan farkli elemanlari i¢in D’deki iki elemanin farki olarak
temsil edilir.
e n =k — A fark kiimesinin mertebesidir.
Fark kiimesi tanimindan fark kiimesinin parametrelerinin birbiriyle iliskili

oldugu goriilmektedir. Eger D kiimesi, G’nin uygun bir alt kiimesi ise, 0 < k < v ve
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A < k oldugu aciktir. Dolayisiyla mertebenin her zaman pozitif oldugu sdylenir.

Bir grubun fark kiimesinin se¢imi yapilirken 6zel sartlar altinda uygun bir alt
kiimesi olmas1 istenmektedir. Bu nedenle asagidaki (v, k,A) simetrik dizaynlari
bliyiik 6lgiide dikkate alinmamaktadir. Ciinkii asagidaki alt kiimeler bir grubun
Oonemsiz alt kiimeleridir ve her biri fark kiimesidir.

G ={1,2,...,v — 1} grubunun fark kiimesi olan alt kiimeleri;
e D#0,
e D={01,..,v-1} =4,
e D={i}, 0<i<v-1,
e i€{1,2..,v—2}olmakiizere D ={0,1,...,(i—1),(i+1),..,(v—1)}
seklindedir.
Bu fark kiimelerinin parametreleri;
e (v,k,1)=([,0,0),
e (v,kA)=(v,vv),
e (v,k 1) =(v10),
e (kAD)=wWv-1v-2)
olarak bulunur (Moore ve Pollatsek, 2013).

Kuadratik rezidiilerden yararlanarak da fark kiimesi olusturulabilmektedir.

Asagidaki teoremde bir grubun tam karelerinin kiimesiyle olusturulabilecek fark

kiimesinden bahsedilmektedir.

Teorem 1.5.2. p tek asal say1 ve D, Z, nin sifirdan farkli tam karelerinin kiimesi
olsun. Eger D, Z,, toplama grubunda bir fark kiimesi ise p = 3(mod4) tiir (Lander,
1983).

Ispat: Kabul edelim ki D, Z,, de bir fark kiimesidir. v = p oldugu bilinmektedir. k =
|D| oldugu gosterilmelidir. p asal oldugu i¢in Z, nin sifirdan farkli p — 1 tane
elemaniyla Z, carpim grubu olusturulabilir. Her bir elemanim1 elemanlarinin

karelerine gidecek sekilde olusturulan g¢arpim grubu, D kiimesi lizerinde bir
homomorfizma olusturacaktir. Ciinkii p bir tek asal sayidir, x? = 1 ise x = +1 bu

homomorfizmanin ¢ekirdeginin elemanidir ve g¢ekirdegin eleman sayisi 2 dir. Bu

durumda Z,,’de sifirdan farkli tam kare sayis1 tam tamina pT_l tanedir. Dolayisiyla
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k = pT_l dir. k degeri k(k — 1) = A(v — 1) denkleminde yerine yazilirsa;

-1, p—1
A_k(k—l)_(pT)(pT—l)_p—B
Cov—-1 p—1 4

elde edilir. Burada A bir tam say1 olmak zorunda oldugundan p = 3(mod4) olmalidir.
Asagidaki iki teoremde toplamsal Z, grubunun fark kiimelerini bulmak igin bir

yontemden bahsedilmistir.

Teorem 1.5.3. x tek tamsay1 olmak iizere p = 4x% + 1 formunda bir asal say1 ve G =

Z, olsun. O zaman G’deki elemanlarin sifir hari¢ tiim dordiincii kuvvetler kiimesi

olan D, bir fark kiimesidir (Lehmer, 1953).

Teorem 1.5.4. x tek tamsay1 olmak iizere p = 4x2 + 9 formunda bir asal say1 ve G =

Z, olsun. O zaman G deki elemanlarin sifir dahil tim dordiincu kuvvetler kiimesi

olan D, bir fark kiimesidir (Lehmer, 1953).

1.6. Otelemeler

Bir G grubunda (v, k, 1) parametreli fark kiimesi D = {dy,d,, ..., d;} varsa, bu
orijinal fark kiimesinin degerlerini grup elemanlari ile 6teleyerek yeni fark kiimeleri
tanimlanabilir. Yani bir gruba ait fark kiimesi varsa diger fark kiimeleri, bu kiimenin

otelemeleri yardimiyla bulunabilir.

Tammm 1.6.1. (Oteleme) Bir G grubunda (v,k,A) parametreli fark kiimesi D =

{d,,d,, ...,d;} ve s € Z bir tamsay1 olsun.
D+s={d,+s,d,+s,..,d;+ s}

kiimesi (modv) de bir fark kiimesidir. Bu orijinal fark kiimesi D’nin bir ételemesi

olarak adlandirilir (Lander, 1983).
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Ornek 1.6.1. Z, deki D = {1, 2,4} kiimesinin (7,3,1) parametreli bir fark kiimesi
oldugu bilinmektedir. Bu kiime 6telenerek bagka fark kiimeleri elde edilebilir.

e 1+D=1{235}

e 4+D=1{56,1}

e 10+D ={4,5,0}

e 16+D =1{3,4,6}
seklinde olusturulan fark kiimeleri parametreleri (7, 3, 1) olan fark kiimeleridir.

Asagidaki teoremde grubun elemanlariyla uygun bir fark kiimesinin 6telemeleri

alinarak olusturulabilecek fark kiimesinden ve fark kiimesi ilizerinde tanimlanan

otomorfizma ile olusturulabilecek fark kiimesinden bahsedilmektedir.

Teorem 1.6.1. D € G, (v, k, A1) parametreleriyle bir fark kiimesi olsun.
e g E€G olmak iizere D + g ve g+ D kiimelerinin ikisinin de parametreleri
(v, k, A) dir.
e a,G’nin bir otomorfizmasi oldugu zaman a(D), (v, k, 1) parametreli bir fark
kiimesidir (Lander, 1983).

Tanmm 1.6.2. (A¢imim-Development) D € G, G grubunun bir fark kiimesi olmak
tizere, G’nin elemanlar: tekrarlanan yapinin noktalarini, D kiimesinin elemanlar ile
G kiimesinin elemanlarinin 6telemeleri bloklar1 olusturuyorsa bu tekrarlanan yapiya

D’nin aginimi denir. devD ile gosterilir (Lander, 1983).

Teorem 1.6.2. D C G alt kiimesi G grubunun (v, k, 1) parametreli bir fark kiimesi ise
devD bir simetrik dizayndir (Lander, 1983).
Ispati icin (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynagina bakilabilir.

Teorem 1.6.3. D ve D', G grubunun iki fark kiimesi olsun. devD ve devD’ simetrik

dizaynlar1 birbirine izomorftur (Lander, 1983).

Tanim 1.6.3. (Denk Fark Kiimeleri) (v, k, 1) parametrelerine sahip iki fark kiimesi
D; ve D; olsun. Eger D; = a(Dj)+s olacak sekilde s € Z ve a € Aut(G) bir

otomorfizma ise D; ve D; denk fark kiimeleridir denir (Lander, 1983).
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Tanmim 1.6.4. (Tiimleyen) G grubununun iki fark kiimesi D; ve D, olsun. Eger;

D1U DZ ={0,1,...,U—1}=G

oluyorsa D, ve D, birbirinin tiimleyenidir denir (Lander, 1983).
Eger D; fark kiimesinin parametreleri (v,k,A) ise timleyeni olan D, fark
kiimesinin parametreleri de hesaplanabilir. D, fark kiimesinin parametreleri

(v*, k*, A*) olmak iizere karsilik gelen esitlikleri bulalim.

vi=uv,k*=v—kveA = K1) oldugundan;
w*-1)
S Gl 3| )
A= (v-1)
A\ = w-K-1) (k(v—k)+k(1-1)
T w-1) (v-1)
s _ (N k-1 | k(k-1)
NM=-b-5 oo
AN=v—2k+A

elde edilir. n = k — A olmak iizere n* = k™ — A" ifadesinin kargiligini bulalim.

n=w-k)—(w—-2k—-2)
n=k—2A

olarak bulunur. Birbirinin tiimleyeni olan kiimelerde v ve n degerlerinin degismedigi
goriiliir. D; ve D, fark kiimeleri ayn1 G grubundan olusturulmustur. Iki kiimenin de v
parametresinin ayni1 kalacagi agiktir. D; kiimesinin mertebesi k ise D, tlimleyeninin

mertebesi v — k dir. O halde tiimleyenlerin A degerleri birbirinden farkli olmak

o o e . v - .
zorundadir. Bu nedenle tiimleyen kiimelerden birinin eleman sayis1 > degerinden

biiyiik ise digeri g den kiigiik olmalidir. D; kiimesinin parametreleri (v, k, 1), D,

kiimesinin parametreleri (v, v — k, v — 2k + 1) seklindedir (Moore ve Pollatsek,
2013).
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Teorem 1.4.1. de (v*, k™, A") yerine yazilirsa,

k*tk* =1 =A(w-—-1)
w—-kw-k-1)=Ww-2k+)(v-1)
wv-kw-k-1)=@w-k—n)w-1)
w-kw-1)-w-kk=@w—-kWw-1)—-—n(v-1)
n(v—1) =k(v—k) = kk*

elde edilir.

1.7. Fark Kiimelerinde Varhk Problemi

Herhangi bir 6zel grup icin bir fark kiimesinin var olup olmadigi veya birden
fazla esit fark kiimesi olup olmadig1 nasil belirlenir? Bir fark kiimesinin var olmasi
i¢in gerekli sartlar nelerdir? Bu sorular tarafindan belirlenen alanlar arasinda 6nemli
bir ¢akigma olmasina ragmen onlar1 ayri ayri incelemek gerekmektedir. Bu bolim
oncelikli olarak fark kiimelerinin varlig1 i¢in gerekli kosullarla ilgilenmektedir.
(v, k,A,n) parametreleri yardimiyla, fark kiimelerinin var olma olasiligin1 analiz
etmek i¢in bazi araglar kullanilacaktir.

Fark kiimelerinde varlik problemi konusunda oOnemli ilerlemeler
kaydedilmistir. Bunlardan en o6nemlisi k(k—1)=A(v—1) veya k?=Av+n
iliskisidir. Bu genel varlik probleminin bir alt problemi olan ebob(v,n) > 1 ya da
ebob(k,v) > 1 sartina uygun bir fark kiimesinin var olma durumudur. Bunun varligi
2003 yilina kadar ifade edilmemistir. Bu makalede ebob(v,n) > 1 ve ebob(v,n) =
1 sartin1 saglayan parametrelerle olas1 devirli fark kiimelerinin bir tablosu verilmistir
(Baumert, 2003). Bagka bir varlik problemi 4 = 1 ile sonsuz sayida diizlemsel fark
kiimesinin bulundugunu belirtmektedir. Her A > 2 i¢in simnirl sayida fark kiimesinin
bulundugu varsayilmistir. Bu varsayim herhangi bir tek deger i¢in ispatlanmamis
olup aksi de ispatlanmamistir. Ayn1 varsayim simetrik blok dizaynlari i¢in de agik

bir problemdir (Baumert, 1971).
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1.8. Bruck Ryser Chowla Teoremi

Bruck-Ryser-Chowla Teoremi belirli parametrelere sahip fark kiimelerinin
mevcut olup olmadigini kanitlayan en 6nemli yontemlerden biridir. Bruck Ryser
Chowla teoremi (v, k,A) simetrik dizayninin varligi i¢in v, k, A parametrelerinde
gerekli kosullar1 vermektedir. Bir fark kiimesinin aginimi simetrik bir dizayn
oldugundan bu teorem v mertebeli fark kiimesinin parametrelerine sinirlamalar
getirmektedir. Ayni1 zamanda lineer diophant denklemine bir ¢dziimiin varliginin
simetrik bir dizaynin varligi tizerinde nasil etkisi olabilecegini de agiklamaktadir.
Bruck Ryser Chowla teoremi yazarlarin ilk makalesinde 1 =1 i¢in ispatlanmistir.
(Bruck ve Ryser, 1949) Ikinci makalelerinde sonucu herhangi bir pozitif A sayis1 igin
genisletmislerdir (Ryser ve Chowla, 1949;1950).

Tamim 1.8.1. (Projektif Uzay) N ve D elemanlar sirasiyla noktalar ve dogrular olarak
isimlendirilen ayrik iki kiime ve o, N’den D’ye bir iizerinde olma bagintisi ise (N, D,°)
siral1 U¢liisiine bir geometrik yapr denir. Asagidaki li¢ aksiyomu saglayan bir (N, D,o)
geometrik yapisina bir projektif diizlem denir ve P ile gosterilir. N sonlu ise P projektif
diizlemine sonlu projektif diizlem ad1 verilir (Kaya, 1992).

P1. Herhangi farkli iki noktadan bir tek dogru gecer.

P2. Herhangi iki dogrunun en az bir ortak noktasi vardir.

P3. Herhangi ticii dogrusal olmayan dort nokta vardir.

P = (N, D,o) projektif diizlemin bir dogrusu tizerindeki nokta sayisinin bir eksigine
P’nin mertebesi denir. Sonlu bir projektif diizlemin mertebesi n ise toplam nokta ve
dogrularinin sayis1 esit ve n? + n + 1 dir. Projektif diizlemin en kiiciik mertebesi 2 dir ve
bu projektif diizlem Fano Diizlemi olarak adlandirilir. n > 2 sartin1 saglayan her tamsay1
icin projektif diizlemin varligi kesin degildir. Tarry, mertebesi 6 olan 43 noktali bir
projektif diizlemin var olmadigini géstermistir (Tarry, 1900).

Bilinen sonlu projektif diizlemlerin mertebeleri, p bir asal say1 ve r bir pozitif tam
say1 olmak tizere p” seklindedir. Sonlu projektif diizlemlerin mertebelerinin yalnizca p”
seklindeki sayilardan mi ibaret oldugu simdiye kadar cevaplandirilamamis bir
problemdir. Tahminler mertebesi p" seklinde olmayan bir projektif diizlemin
varolamayacagi yoniindedir. Hangi mertebeden projektif diizlemlerin var oldugu ve varsa

bunlarin geometrik yapisinin nasil olacagi hala cevaplandirilmamis 6nemli bir sorudur.
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Bu probleme kismi olarak bir cevap Bruck Ryser tarafindan verilmistir. “n, n =
1(mod4) ya da n = 2(mod4) o6zelliginde bir tam say1 olsun. n negatif olmayan iki tam
saymin kareleri toplami olarak yazilamiyorsa mertebesi n olan bir projektif diizlem
yoktur.” Bruck Ryser Chowla teoremine gore 6,14, 21,22, 30, 33,38,42, 46,54, 57 gibi
sonsuz ¢okluktaki sayilarin higbiri bir projektif diizlemin mertebesi degildir. Ayrica
10,12,15,18, 20, 24, 26, 28, 34, 35, 36, 40 gibi sonsuz ¢cokluktaki sayilarin herhangi biri
icin mertebesi bu say1 olan projektif diizlemin var olup olmadigi hala bilinmemektedir ve
Bruck Ryser Chowla Teoremi de bu durumda kesin bir sonu¢ vermemektedir
(Bennett,1995).

Tammm 1.8.2. (Projektif uzaylar) (v,k,A) = (n?+n+1,n+1,1) parametreli
simetrik dizaynlardir. n parametresi projektif uzayin mertebesidir. BRC teoremi bir
asalin kuvveti olmayan n mertebeli projektif uzaylarda varolus sorusunu arastirmak
icin kullanilmaktadir. n = 1,2(mod4) olmak iizere baz1 x,y i¢inn = x? + y? dir.

Asagidaki dizayn Ornekleri n=1, n=2 ve n=3 mertebeli projektif diizlemleridir
(Cameron, 1991).

Ny

Sekil 2. n=1, 2, 3 i¢in Projektif Diizlemler (Cameron, 1991)

Ornek 1.8.1. k > 1 bir asalin kuvveti olmadig1 A = 1 ile bir simetrik dizayn var midir?
Projektif diizlem bir tekrarlanma yapisidir. Oyle ki;
() Her bir farkli nokta ¢ifti tam olarak bir dogruda bulunur.
(i) Her bir farkli dogru ¢ifti ortak bir noktaya sahiptir.

Bir projektif uzayin sonlu tekrarlanma yapisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart A = 1
ile bir simetrik dizayn olmasidir. Dizaynin bir projektif diizlem oldugunu gdstermek
basittir. Projektif diizlem teorisi zengin ve karmasiktir. A > 2 olan simetrik dizaynlar

hakkinda nispeten az sey bilinmektedir.
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Teorem 1.8.1. (Bruck-Ryser-Chowla Teoremi, 1949;1950) v mertebeli bir G grubunda
(v, k, A) bir simetrik dizayn olmak iizere;
e Eger v ¢ift ise n bir tam karedir.
e Eger v tek ise x2 = ny? + (=1)®~1/2)22 diophant denklemi x,y, z
tamsayilarinda sifirdan farkli bir ¢6ziime sahiptir.
Lineer diophant denklemi v = 3(mod4) yada v = 1(mod4) oldugu durumlarda
asagidaki gibi yazilir.

22 :{ Egv;er v = 3(mod4) ny? — 1z* |
Eger v = 1(mod4) ny? + Az

v’nin ¢ift sayr oldugu durumda ispat aciktir. v’nin tek olma durumunu
ispatlarken matrislerin denkligi kullanilmistir.

Ispata baslamadan 6nce bu teoremin farkli parametrelerle fark kiimelerinin
disinda nasil kullanildigina dair bazi 6rneklere yer verilmistir. Bu 0rneklerde ele

alinan parametreler k(k — 1) = A(v — 1) temel testini karsilamaktadir.

Ornek 1.8.2. (56,11,2) parametreleri incelenecek olursa; v =56, k = 11 ve 1 = 2
parametreleri A(v — 1) = k(k — 1) kriterini saglamaktadir. Bruck Ryser Chowla
teoremine gore v = 56 ¢ift oldugundan simetrik dizaynin var olabilmesi i¢in n = k —
A nin bir tam kare olmasi1 gerekir. Burada n = 11 — 2 = 9 bir tam kare oldugundan
(56,11,2) parametrelerine sahip bir simetrik dizayn vardir ve bu nedenle bu

parametrelere bagli bir fark kiimesi aday1 vardir.

Ornek 1.8.3. (76,25,8) parametrelerini ele alalim. v ¢ift oldugunda n tam kare
olmalidir. v = 76, k = 25 ve A = 8 parametreleri A(v — 1) = k(k — 1) sartin1 saglar.
Bruck Ryser Chowla teoremine goére v = 76 ¢ift oldugundan simetrik dizaynin var
olmasi i¢in n = k — A bir tam kare olmalidir. Ancak n = 25 — 8 = 13 bir tam kare
olmadigindan bu parametrelere bagli bir simetrik dizaynin olmadigi séylenmektedir.

Dolayisiyla (76, 25, 8) parametreleriyle bir fark kiimesi yoktur.
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Ornek 1.8.4. (49,16,5) parametrelerini ele alalim. v = 49 tek say;, n = 16 — 5 =
11 oldugundan diophant denklemi;

x2 =11y + (=1)"7 52% = 11y? + 5272

dir. (x,y,z) = (4,1,1) sifirdan farkli bir ¢6ziimdiir. Bruck Ryser Chowla teoremi
yardimiyla bu parametrelerle bir fark kiimesinin var olabilecegi soylenmektedir.
Ancak Bruck Ryser Chowla teoreminin tanimi geregi (49,16,5) parametreleri bir
simetrik dizayn olmalidir. Yani Bruck Ryser Chowla teoreminin ¢6ziim iiretmesi
verilen Ugliinlin fark kiimesi olmasini garanti etmemektedir (Moore ve Pollatsek,
2013).

Bir diophant denkleminin higbir ¢6ziimii olmadigini gostermek daha zordur.
Simdi Bruck Ryser Chowla teoreminin lineer diophant denklemine bir ¢oziim
tiretemediginde bize yardimci olacak Legendre teoremini tanimlayalim. Burada

aRb’nin anlam1 a, (mod b) de bir tam karedir.

Tanim 1.8.3. (Kuadratik Rezidii). a ve n, (a,n) =1 ve n > 0 olacak sekilde

tamsayilar olmak iizere y? = a(mod n) denkliginin bir ¢éziimii varsa a’ya (mod n)

de bir kuadratik rezidii denir (Williams, 1988).

Teorem 1.8.2. (Legendre Teoremi) a ve b sifirdan farkli, en az biri pozitif tam kare
olmayan eleman ve d = ebob(a, b) olsun. Bu durumda; x? = ay? + bz? denkleminin
sifirdan farkli bir tamsay1 ¢6ziimii olmasi i¢in gerekli sartlar asagidaki gibidir.

e aRb:a, (modb) de tam karedir.

e bRa:b, (moda)datam karedir.

o —(®/ ) Rd:—(/ ;). (mod d) de tam karedir.
(Legendre, 1785).

Ispat: Teoremin ispati icin (Ireland ve Rosen, 1982) kaynagina bakilabilir.

Asagidaki 6rnekte Legendre Teoreminin uygulama 6rnegi verilmistir.
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Ornek 1.8.5. Eger n = 6 mertebeli bir projektif uzay varsa (v,k,1) = (43,7,1)
parametreleriyle bir simetrik dizayn olacaktir. Bruck Ryser Chowla teoremine gore
bdyle bir dizayn varsa x? = 6y% — z%? diophant denkleminin sifirdan farkli bir
tamsay1 ¢6ziimii olmalidir. Legendre Teoremi bir ¢6ziim i¢in —1 in (od6) da tam
kare olmasi1 gerektigini belirtir. Bu yiizden diophant denklemi sifirdan farkli bir
¢oziime sahip degildir. Buradan 6 mertebeli projektif uzayin higbir dizayninin
olmadigi sdylenir (Moore ve Pollatsek, 2013).

1980°1i yillarda Bruck Ryser Chowla teoreminin tersinin dogru olabilecegi
diistiniilmistir. Yani (v, k, 1) parametreleri BRC sartlarin1 ve k(k — 1) = A(v — 1)
iliskisini saglarsa o parametrelerle bir simetrik dizayn var midir sorusu sorulmustur.
1989’da Clement Lam, John McCay, Stanley Swiercz ve Larry Thiel 1970’1lerdeki
Larry Carter’in ¢alismasina dayanarak 10 mertebeli projektif uzayin olmadigini
ispatlamislardir (Lam, 1989)

Simdi Langrange teoreminin ispatinda bize yardimeci olacak bir lemmay1

inceleyecegiz.
Lemma 1.8.3. p tek bir asal say1 olsun. m, x ve y tamsay1 olmak iizere;
mp=x?+y?+1 ; 1<m<p

dir. (Moore ve Pollatsek, 2013)

Ispat: x?’nin mod(p)’ye gore degerlerinin kiimesini 0 < x < pT_l olarak diigtinelim.
Bu degerlerden ikisinin esit olmadigini1 varsayalim. Bu nedenle bu kiime pTH farkli
rezidii igerir. Simdi 0 <y < pT_l olacak sekilde mod(p)’ye gore —y? — 1’in tiim
degerlerinin ikinci bir kiimesini alalim. Yine pTH farkli rezidi vardir. Ciinkii

mod(p)’nin farkli rezidiileri sadece p kadardir.

x? = —y? — 1(modp)

Herhangi bir x ve y icin x?+y? + 1 = 0(modp) dir. Buradan en az bir m € Z* igin
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x2+y?+1=mp
yazilir. Ayrica 0 < x,y < pT_l oldugundan;

_p-1? (-1

2 2 1= < 1<2
x+y+ mp 4 4 + 1%

dir. Dolayisiyla 1 < m < p i¢in,
mp = x?+y? +1

elde edilir.

Teorem 1.8.4. (Lagrange Teoremi) Her pozitif tamsayi, dort tam karenin toplami

olarak yazilabilir (Lagrange, 1770).

Ispat: Iki tamsayinin her biri dort tam karenin toplami olarak yazilabilirse onlarin
carpimi seklinde de yazilabilir. Bu yiizden her asal i¢in sonucu ispatlamak yeterlidir.
p = 2 asaliigin 2 = 12 4+ 1% + 02 + 02 yazilir. Simdi p’nin tek bir asal say1 oldugunu
varsayalim. (Yani p #2) Lemma 1.8.3.’ten 1<m<p igin mp = x?+y? +1
saglayan bir m tamsayisi vardir. Bu, mp’yi dort tam karenin toplami olarak ifade

edebilecegimizi gosterir.

mp =a’+b?+c?+d*; 1<m<p (5)

i¢in m en kiigiik tamsay1 secilirse mp dort tam karenin toplami olarak yazilir. m = 1

i¢in gosterilir. m > 1 ve A, B, C, D tamsayilari;

-m m
a=A,b=B,c=C,d =D (modm); TSA,B,C,D S?
secilirse A2 + B? + C2? + D? = 0(modm) yazilir. Buradan;
A2 +B?+C*+D?*=rm (6)
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olacak sekilde r € Z* tamsayis1 vardir. Ayrica 0 < A2+ B%2 + C? + D? < 4(%)2 =

m? dir. Yani 0<r < m dir. Biz 0 <r <m oldugunu kabul etmistik. Eger r = 0
olursa A, B, C, D’nin her biri sifirdir. Ama bu her bir a, b, ¢, d ’'nin m’yi boldigiini
bu yiizden de mp= a?+b%+ c? + d*ninde m?’yi boldigii anlamina gelir.
Dolayisiyla m boler p elde edilir. p asal ve 1 < m < p kabul ettigimizden bu bir
¢eliskidir.

Tersine; r =mise A,B,C,D’nin her biri > olacaktir. Burada a,b, ¢, d’nin

herbirinin % nin bir kat1 oldugu elde edilir. Ciinkii m?, a®+b? + ¢ + d?’yi béler.

Bu bir ¢eliskidir. (5) ve (6) denklemleri ¢arpilirsa;
(mp).(rm) = (a?+b? + ¢ + d*)( A% + B> + C* + D?) (7)
elde edilir. Sag taraftan dort tam karenin toplami olarak yazilirsa;

rpm? = (aA + bB + cC + dD)? + (aB — bA + cD — dC)?
+(aC — bD — cA + dB)* + (aD + bC — cB — dA)? (8)

elde edilir. (7) denkleminin sag tarafindaki her bir terim en az bir u; tamsayisi i¢in
(ujm)2 formundadir. (8) denkleminin her iki tarafi m? ile boliiniirse rp dort tam
karenin toplami olarak kalir. 0 < r < m olup bu bir ¢eliskidir. Clinkii m, dort tam
karenin toplami olarak ifade edilebilen p’nin en kiigiilk tamsay1 c¢arpani olarak
secilmistir. Bu nedenle m =1 i¢in 1.p = p dort tam karenin toplami olarak ifade
edilir. (Ispat i¢in (Rademacher ve Toeplitz, 1956) kaynagina bakilabilir.)

Kosegen matrislerin denkligiyle ilgili asagidaki teoremin ispatinda Lagrange

teoreminin sonuglar1 kullanilacaktir.

Tanim 1.8.4. (Kdsegenlestirme). A ve B elemanlart K cisminden alinan ayni boyutlu
kare matrisler olsun. Elemanlar1 K cisminden alinan terslenebilen bir S matrisi i¢in
STAS = B oluyorsa A, B ye déniistiiren matris S matrisidir (Moore ve Pollatsek,
2013).
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Teorem 1.8.5. n bir pozitif bir tamsay1 olmak tizere diag(n,n,n,n) = diag(1,1,1,1) =
J, tir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Ispat: S matrisi J, - nJ, doniistiren bir matris olmak iizere dort tam kareler

teoremini kullanarak n dort tam sayinin kareleri toplami olarak,

n = a’+b%*+ c*+d?

seklinde yazilir. Matrisi olusturmak i¢in bu tamsayilar kullanilir.

a b c d
b —a —-d c
$= c d —a -b
d -—c b -a

O halde S77,S = nJ, tiir. S’nin tersinin var oldugu, elemanlarinin tam say1 oldugu ve
ayn1 zamanda Q’da olduklar1 unutulmamalidir.
Bruck Ryser Chowla teoreminin ispatinin devami igin matrislerin denkligi ile

ilgili temel durumlara ihtiyacimiz vardir.

Lemma 1.8.6. A matrisi v X v boyutlu bir matris olmak iizere B matrisi, en az bir
[ # j i¢in A matrisinin i.satir1 ile j.siitunun yer degistirmesi ve ya i.siitun ile j.siitunun

yer degistirmesiyle elde edilirse A = B dir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Lemma 1.8.7. Amatrisi v X v boyutlu bir matris ve c € Q olsun. B matrisi,
A matrisinin en az bir i # j i¢in ¢ X i.satir1 j.satira eklenmesiyle ve ya ¢ X i. siitun, j.

stituna eklenmesiyle elde edilirse A = B dir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Lemma 1.8.8. Rasyonel elemanli herhangi bir simetrik matris kdsegen bir matrise

denktir (Moore ve Pollatsek, 2013).

Lemma 1.8.9. A, B, C kare matrisler A ve B ayn1 boyutlu matrisler olmak iizere eger

c O

AEBise[0 A

| = [g g] dir (Williams, 1937).
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Simdi Bruck Ryser Chowla teoreminin, v’nin tek oldugu durumun ispatinda

kullanacagimiz asagidaki teoremi inceleyelim.

Teorem 1.8.10. (Witt’in Sadelestirme Teoremi, 1937) A ve B matrisi m X m boyutlu

0

B](ﬁr(VVHL

. . 9 — D c 01.f[c
terslenebilen matrisler ve ¢ € Q olsun. Eger A = B ise [0 A] = [O

1937).

Ispat: (m + 1) X (m + 1) boyutundaki matrislerin esdeger oldugunu ve A’y1 B’ye
dontistiiren rasyonel bir matrisin S oldugunu varsayalim. A ve B terslenebilen

matrisler oldugundan S’de terslenebilir olmalidir.

w [ Slw =1 wlls A wl=1s 3l

T

olacak sekilde W = [Z v

MT] vardir. Matrislerin ¢carpimi ve karsilik gelen bloklara

esitlenmesi;

t?c—viAv=c

teu’ + vTAM =0

tcu+ MTAv =0

cuu’™+MTAM = B (9)

d= i # 1 # 0 sifirdan farkli olmak iizere S = M — dvu” olsun. STAS oldugunu

gostermeliyiz. i1k olarak;

STAS = (MT — duvT)A(M — dvu™)
= MTAM — dMT AvuT — duvT AM + d?uvT Avu”

bulunur. Yukaridaki (9) denklemleri kullanilirsa;

STAS = MTAM + cdtuu” + cdtuu” — d?cu(t? — Du’
= MTAM + cd[2t — d(t* — 1)]Juu”
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= MTAM + cuu”
=B

elde edilir. Boylece A = B gdsterilmis olur. Ispat icin (Moore ve Pollatsek, 2013)
kaynagina bakilabilir.

1.8.1. v Tek Oldugunda BRC Teoreminin Ispati

Ispat 1.8.1. Eger v tek ve D, (v, k, A) parametreleriyle bir simetrik dizayn ise;
x? =ny? + (—1)17;_1/122

diophant denklemi sifirdan farklt (x,y,z) tamsayr ¢Oziimiine sahiptir. (v, k, 1)
simetrik dizayninin var oldugunu ve bu dizayn i¢in v X v tekrarlanma matrisinin N
oldugunu varsayalim. O zaman NTN =nJ + AJ ile (v + 1) X (v + 1) boyutlu matris

asagidaki gibi tanimlanir.

1
I ... 1 E/A

ATDA = E olacak sekilde D = diag[1, ...,1,—4] ve E = diag[n, ...,n,—"/,] regiiler

matrisleri var oldugundan D = E dir.

-1
1.DURUM: v = 1(mod4) oldugu varsayilirsa UT cifttir. Teorem 1.8.5. tekrar tekrar

uygulanirsa E’deki 15 ile ns’nin (v — 1) tanesi degistirilirse elde edilen kosegen
matris E’ye denktir. Bu matrisler kdsegen ve regiiler matris oldugundan Witt’in
sadelelestirme teoremini yeni matrisin ortak (v — 1) tane 1, degerini sadelestirmek

i¢in kullanabiliriz.

[(1) —0,1] = [8 - 2/,1]
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M = [z cci] birinci matrisi ikinci matrise doniistiiren bir matris olsun.
r[1 0 _[n 0 ]
g b= 1o ~"/a
A | PR S B Y
c dlto -Allb d 0 _n/,1
a’ — b%A =n elde edilir. Denklem a? = b?1 + n seklinde diizenlenirse diophant

denkleminin (x,y, z) = (a, 1, b) basit olmayan bir ¢6ziimii bulunur.

2.DURUM: v = 3(mod4) oldugu varsayilirsa UT_l tek olur. Once D = E oldugunu

gostermeliyiz. Lemma 1.8.6. ve Lemma 1.8.9. kullanilarak (v + 2) X (v + 2) boyutlu

matrisin elemanlarinin (v — 1) tanesine n eklenirse;

diag[1, ...,1,n,—1] = diag[n, ...,n,n, — n//l]

elde edilir. Teorem 1.8.5. kullanilarak ikinci matristeki 1 ile ns ‘nin (v + 1) tanesi

degistirilirse elde edilen kosegen matrisler birbirine denktir.

diag[1,...,1,n,—1] = diag[1, ...,1,1,— "//1]

. a Cl ... . . . .
seklinde yazilir. M = [b d] birinci matrisi ikinci matrise doniistiiren bir matris

olsun.
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Sonug olarak na? — Ab? =1 esitligi elde edilir. Esitlik diizenlenirse na? —
Ab? = 12 diophant denkleminin (x,y,z) = (1,a,b) olan sifirdan farkli bir rasyonel
¢oziimii oldugu gosterilmis olur. Ispat (Moore ve Pollatsek, 2013) kitabindan

alinmistir.

1.9. Carpanlar

Tamim 1.9.1. (Carpan) D, G’nin bir fark kiimesi ve herhangi x,y € G i¢in a: D = aDb
doniisiimii varsa G ’nin @ otomorfizmasi D nin bir ¢arpani olarak adlandirilir. Ozel olarak
b =1 ise a(D) = xD olur. O halde @, D’nin bir sol ¢arpani olarak adlandirilir. Bu
tanimdan eger G degismeliyse D kiimesi de degismeli olacagindan her elemani bir sol
carpan olacaktir (Hall, 1947).

G, v mertebeli degismeli toplamsal bir grup t, v ile aralarinda asal pozitif bir
tamsay1 olsun. G 'nin ¢; otomorfizmasi ¢;: a = t. a seklinde tanimlanir. Eger D, G’de bir
fark kiimesi ise herhangi bir otomorfizmasi altindaki goriintiisii bir fark kiimesidir.
Carpimsal gruplar icin ¢,: a = a® seklinde tanimlanan otomorfizmaile ¢, (D) = D® =
{d!| d € D} yazilir. Burada ¢, otomorfizmasi fark kiimesini kendisine veya dtelemesine

gotiirmektedir.

Tamim 1.9.2. (Sayisal Carpan) G degismeli bir grup, D’de G kiimesinin bir fark kiimesi
ve (t,|G|) = 1 sartin1 saglayan bir t tam sayisi olsun. O halde baz1 h € G igin ¢;(D) =
hD ise ¢, bir sayisal carpandir (Hall, 1947).

Ornek 1.9.1. D ={2,3,5,11} kiimesi Z;3’te (13,4,1) fark kiimesi olsun. ¢
dontisiimiint dustiniirsek ¢p5 (D) = ¢3({2,3,5,11}) = {6,9, 2, 7} olur. Bu sayisal ¢arpan
aslinda D’nin bir 6telemesidir. 4 € Z olmak tizere ¢5(D) = 4 + D oldugu goriilmektedir.
Bazi t ¢arpanlari igin ¢p,(D) = D oldugunda ilging bir durum olusmaktadir.

Ornek 1.9.2. D = {0, 1, 3,9} kiimesi Z, 5 iin (13, 4, 1) parametreli bir fark kiimesi olmak

tizere ¢5(D) = ¢3({0,1,3,9}) ={0,3,9,1} = D dir. Burada ¢3(D) = D oldugundan

teoremden D, ¢5’tin orbitlerinin bir birlesimidir.
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Teorem 1.9.2. (Birinci GCarpan Teoremi) D, (v, k,A) parametreli degismeli bir fark
kiimesi p, n’yi bolen ancak v’yi bolmeyen bir asal say1 olsun. Eger p > A ise 0 zaman
p, D’nin bir saysal ¢arpanidir (Hall, 1947). ispat icin (Jungnickel, Dinitz ve Stinson,
1992) kaynaklarina bakilabilir.

Sonug¢ 1.9.1. Birinci ¢arpan teoremindeki varsayim olmadan p > A sart1 saglar.

Ispat1 igin (Hall, 1947) kaynagia bakilabilir.

Teorem 1.9.3. (fkinci Carpan Teoremi) D, G kiimesinin (v, k, 1) parametreli degismeli
bir fark kiimesi ve (m, v) = 1 olacak sekilde n nin bir boleni m > A olsun.

Ohalde t e Z, (t,v) = 1 olmak lizere V p — m asali i¢in 3 f € Z, f > 0 olmak iizere
t = p*(modv*) sartim saglayan t, D nin bir sayisal ¢arpanidir.

Ispat1 igin (Beth, Jungnickel ve Lenz, 1999) makalesine bakilabilir.

Sonu¢ 1.9.2. D, G kiimesinin (v, k,A1) parametreli degismeli bir fark kiimesi ve
ebob(p,v) = 1ile n = k — A nin p asalinin bir kuvveti oldugu varsayilirsa o halde p, D

i¢in bir sayisal ¢arpandir. Ispati i¢in (Jungnickel, 1992) kaynagina basvurulabilir.

1.10. Carpan Teorisini Kullanarak Fark Kiimesi Olusturma

G bir grup ve a, a(D) = D olacak sekilde D fark kiimesinin bir ¢arpani olsun. O
zaman D, G’nin elemanlarmin bir permiitasyonu olarak a icin orbitlerin birlesiminden
olusur. Bu teorem varolus testinde kullanilabilir. v mertebeli bir grup verilmis ise fark
kiimesini tanimlayabilecek olas1 parametre kiimelerini bulmak i¢in Tanim 1.6.4 kullanilir.
Daha sonra herhangi bir ¢arpanin var olup olmadigini belirlemek i¢in ¢arpan teoremleri
kullanilir. Sonra fark kiimelerinin orbitleri hesaplanir ve fark kiimesinin boyutuna gore
orbitlerden olusturulup olusturulamayacagi belirlenir. Bu adimlara uyulmasi orbitlerin bir
fark kiimesi olusturmasini garanti etmeyecektir. Ancak orbitlerin birlesimi fark
kiimesinin boyutunu olusturmazsa bu fark kiimesinin bulunmamasini garanti edecektir.

Fark kiimesi olustururken carpanlardan faydalanilabilir. Asagida ornek fark
kiimelerinin varligin1 gosterirken ¢arpanin var olmasinin fark kiimesinin varligini garanti

etmede basarisiz oldugunu gdosterir.
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Ornek 1.10.1. Mertebesi 79 olan bir grupta 79 asal say1 olup 1 = k(';—:) dan k = 13,

A = 2 olas1 fark kiimesi (79,13, 2) parametreleri ile belirlenir n=k—-1=13 -2 =
11 asal olup bir sayisal ¢arpandir. Ancak ¢;;(G)’nin orbitleri [0] ve 39 elemanli iki
orbittir. Bu orbitlerin higbir birlesimi 13 elemanli bir fark kiimesi liretmeyecektir. Bu
nedenle test bu parametrelerle bir fark kiimesinin olmadigini kanitlamaktadir. Yani
carpanin var olmasi fark kiimesini garanti etmemektedir. ¢;;,(G) nin orbitlerinden bir

tanesi asagidaki gibidir.

[1,2,4,5,8,9,10,11,13,16,18,19,20,21,22,23,25,26,31,32,36,38,40,42,44,45,46,49,50,
52,55,62,64,65,67,72,73,76]

Ikinci Carpan testi kullanilarak fark kiimelerinin varlig1 arastirilabilir. Ancak bu

testin de gecemedigi 6rnekler mevcuttur.

Ornek 1.10.2. G’nin mertebesi 29 olsun. 29 bir asal say1 oldugundan G = Z,q alinir. Bir
fark kiimesinin olas1 parametrelerini bulmak i¢in Tamim 1.6.4.’i kullanabiliriz. Bu
durumda (29,7, 1) parametrelerin = k — A = 7 — 1 = 6 oldugunu verir. Bulunan n, bir
asalin kuvveti olmadigi i¢in ikinci ¢arpan testimiz basarisiz olur.

Orbit (yoriinge) tanimi kullanilarak fark kiimelerinin varligi arastirilabilmektedir.

Teorem 1.9.1°den orbitlerin birlesimi kullanilarak fark kiimeleri olusturulabilir.

Ornek 1.10.3. Mertebesi 35 olan bir G grubunu diisiinelim. 35 asal say1 olmadigindan
asal carpanlarina ayrilir ve Z3s = Z, @ Zs seklinde yazilabilir. Simdi bir fark kiimesinin
olast parametrelerini bulmak i¢in Teorem 1.4.2. kullanilir. Bu durumda (35,17, 8)
parametre kiimesi fark kiimesinin mertebesininn = k — 1 = 17 — 8 = 9 = 32 oldugunu

verir. Dolayisiyla 3 bir sayisal ¢arpandir. ¢ iin orbitleri;

[0],[15, 10, 30, 20, 25, 5], [21, 28, 14, 7], [3,9, 27,11, 33,29, 17, 16, 13,4, 12, 1]
[6,18,19,22,31,23,34,32,26,8,24,2]

dir. Bu orbitlerin boyutlar 1, 4, 6, 12 dir. Bu nedenle parametreleri karsilayan orbitlerin

birlesimi 1 + 4 + 12 seklindedir. Buradan olasi fark kiimeleri;
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D, ={0,1,3,4,7,9,11,12,13,14,16,17, 21, 27, 28, 29, 33}
D, ={0,2,6,7,8,14,18,19,21, 22,23, 24, 26, 28,31, 32, 34}

Ancak (2,35) = 1 olup 2D; = D, oldugundan D; ve D, denk fark kiimeleridir.

Ornek 1.10.4. Z,, in bir fark kiimesini bulmak icin garpanlari kullanalim. v = 21 ve
k’nin 1 < k < 11 olduguna dikkat ederek k(k — 1) = A(v — 1) esitliginden k(k — 1) =
A(20) elde edilir. Terimler diizenlenirse A = %;1) dir. Buradan k(k — 1) in 20 sayisinin

tamsay1 kat1 olmas1 gerektigi goriiliir. k = 5 bizim kriterimizi saglar ve A = 1 bulunur. O
halde (21,5, 1) in bir fark kiimesi oldugunu varsayalim. Simdi orbitleri bulmak i¢in bir
t ¢arpani segmeliyiz. (t,21) = 1 oldugundan t = 2 alinir. Simdi ¢, ’nin biitiin orbitlerini

bulalim.

[0], = {0}

[1], = {1,2,4,8,16,11}
[3], = {3,6,12}

[E]2 = {5,10,20,19,17,13}
[7], = {7,14}

[9], = {9,18,15}

k = 5 olacak sekilde kriterlere uygun iki fark kiimesi D; = [3] U [7] = {3,6,12,7,14} ve
D, = [9] U [7] = {9,18,15,7,14} dir. Simdi ¢,(D) = D oldugunu gostermeliyiz.

¢.(Dy) = $,({3,6,12,7,14}) = {6,12,3,14,7} = D,
¢,(Dy) = ¢,({9,18,15,7,14}) = {18,15,9,14,7} = D,

D, ve D, kiimeleri Z,’in iki fark kiime adayidir.
Ornek 1.10.5. Asagidaki fark kiimeleri i¢in 1°den farkl1 carpan bulalim.

a) D,, Z,9 un kuadratik rezidiileri kiimesi olsun.

b) D,, Z,5 iin kuadratik rezidiileri kiimesi olsun.
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Coziim a) Z,o’un kuadratik rezidileri D; = {1,4,5,6,7,9,11,16,17} dir. v =19 ve k

k(k-1)
18

degeri A = esitliginden k = 9 olarak bulunur. k(k — 1) = A(v — 1) denkleminden
A = 4 olarak bulunur. Dolayisiyla n =k —A=9—4 =75 tir. 5 asal say1 ve 5t 19

oldugundan 5, D, i¢in bir sayisal ¢arpandir. (Birinci ¢arpan teoremine gore)

Coziim b) Z,5’lin kuadratik rezidiilerinin kiimesi D, = {1, 2, 3,4,6,8,9,12,13, 16,18}

k(k—1)
22

dir.v = 23 ve k degeri 1 = esitliginden 11 olarak bulunur. k(k — 1) = A(v — 1)
esitliinden A = 5 olarak bulunur. Dolayisiyla n =k —A1 =11 —5 = 6 asal degildir.
Ama carpanlarindan 3 asaldir. 3\6 ve 3 } 23 tiir. Boylece birinci ¢arpan teoremine gore
3, D,’nin bir sayisal carpanidir.

Asagidaki teoremler ¢arpanlar ile otomorfizma iliskisinden bahsetmektedir.

Teorem 1.10.1. G grubunun bir fark kiimesi D ve «, D i¢in bir sol ¢arpan olsun. O zaman

a, devD i¢in bir otomorfizmadir (Mcfarland ve Rice, 1978).

Teorem 1.10.2. G, bir D fark kiimesini olusturan bir grup ve a, D i¢in bir sol garpan
olsun. O zaman a, devD deki bloklardan en az birine sabitlenir (Mcfarland ve Rice,
1978).

Eger t, D kiimesinin bir ¢arpani ise o zaman bir fark kiimesini bulmak i¢in sadece

¢ nin orbitlerini bulmamiz gerektigi sdylenebilmektedir.

k(k—1)

Ornek 1.10.6. G = Zg, olsun. v = 67 ve k degeri A = esitliginden k = 12, k =
22, k = 33 olarak bulunur. k(k — 1) = A(v — 1) esitliginden A =2, A =7ve 1 =16
ve olarak bulunur. Potansiyel fark kiimeleri (67,12, 2), (67,22,7), ve (67,33,16) dir.
Bu parametrelere Bruck Ryser Chowla teoremi uygulandiginda v = 67 = 3(mod4)
oldugundan lineer diophant denklemi x2 = ny? — 1z2 olarak bulunur.

Burada n =k — 1 =33 —16 = 17 dir. x2 = 17y2 — 1622 lineer diophant denklemi
icin (x,y,z) = (1,1,1) sifirdan farkli bir ¢oziimdiir. Boylece olasi fark kiimesi
parametreleri (67,33,16) dir. Bu parametrelerle bir D’nin var oldugunu kabul edelim.
n=k—A=33—-16 =17 Sonug 1.9.2°¢ gére (17,67) = 1 oldugundan 17, D ig¢in bir

sayisal ¢arpandir. Boylece Teorem 1.10.1 ve Teorem 1.10.2. ile G’nin iizerindeki
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orbitlerini tespit etmeliyiz.

9o-{0},

9,-{1,17,21,22,39,60, 15,54,47, 62,49, 29, 24,6, 35,59, 65, 33, 25, 23, 56, 14,
37,26,40,10,36,9,19,55, 64, 16,4}

9,-{2,23,42,44,11,53,30,41,27,57,31,58,48,12, 3,51, 63, 66,50,43,45,28,7,52,
13,20,5,18,38,43,61,32,8 }

Orbitlerin uzunluklar1 olas1 fark kiimesinin mertebesi ile aynidir. Bu nedenle v = 67,
k = 33 parametreleriyle iki fark kiimesi yazilabilir. Bunlar; D; =9, ve D, = 9,
seklindedir. Colbourn, D; =9, in Zg,;’ nin (67,33,16) parametreli bir fark kiimesi
oldugunu gostermistir (Colbourn, 2007).
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1.11. Fark Kiimelerinin Varhgin Belirleyen Algoritma

Verilen bu algoritma yardimiyla tekrarlanma yapisi parametrelerinin simetrik

dizayn olup olmadig1 belirlenmektedir. Simetrik dizayn olan tekrarlanma yapilari

yani fark kiimeleri belirlenmis olacaktir.

v mertebeli bir grup verilir.

v’nin asal olup olmadig1 test edilir.

Eger v asal degilse, v’nin asal ¢arpanlar1 bulunur.

Olas1 fark kiimelerinin (v, k, 1) parametreleri belirlenir. Bir fark kiimesinin

tiimleyenleri kullanilarak yeni fark kiimeleri belirlenebilir.

A=1{123,..,(v— 2)} olmak lizere;

1+ 1+42v—-1)
k= 5

Ozel bir parametre olan n = k — A hesaplanr.

BRC testi kullanilir. (Gerekirse Legendre Teoremi kullanilir)

n bir asalin kuvveti olacak sekilde n = p™, m € Z varsa p bulunur (Morrice,
2015).
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Asagidaki tabloda simetrik dizayn olan fark kiimelerinin uygun v, k, 4, n ve ¢arpan

degerleri listelenmistir (Baumert, 2004).

Tablo 1. Simetrik dizayn olan fark kiimelerinin uygun v, &, 4, n ve ¢arpan degerlerinin listesi

v k A n Carpan
429 108 27 81 3
303 151 75 76 16
2585 153 9 144 2
616 165 44 121 11
407 175 75 100 2
4401 176 7 169 13
544 181 60 121 3
3949 189 9 180 3
1545 193 24 169 8
1380 197 28 169 2
1609 201 25 176 2
6271 210 7 203 29
1056 211 42 169 13
2233 217 21 196 16
6301 225 8 217 31
601 225 84 141 3
595 243 99 144 2
611 245 98 147 2
2057 257 32 225 3
2591 260 26 234 3
3181 265 22 243 3
1061 265 66 199 199
531 265 132 133 4
1615 270 45 225 4
2691 270 27 243 3
28325 292 3 289 2
591 295 147 148 16
10990 297 8 289 9
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2. YAPILAN CALISMALAR

Bu caligsma da fark kiimeleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmis ve fark
kiimelerinin varligini arastiran Bruck Ryser Chowla teoreminin simetrik dizaynin
varligin1 aragtirmadaki rolii incelenmistir. Ayrica bu ¢calisma da MATLAB program
dilinde fark kiimelerinin olmayanlarini eleyen bir kod ¢alismasi yapilmistir. Literatiir
taramasinda bir¢ok Ornekle wuygun parametreli fark kiimelerinin listesi
olusturulmustur. (Lehmer, 1953)’in fark kiimesi olarak kabul ettigi fakat (Bruck,
Ryser ve Chowla, 1949)’nin uyguladig1r yontemle fark kiimesi olmayan ornekler
elenmistir.

Fark kiimesi olmayan dizayn Orneklerini eleyen MATLAB program dilinde
yazilmis Bruck Ryser Chowla teoreminin v parametresinin tek oldugu durumda
sonu¢ veren kodunun bazi sonuglari listelenmistir. Ana program kodunda v = 60’a
kadar olan simetrik dizayn 6rnekleri elde edilmistir. Kiime parametrelerini arastiran
koda grubun eleman sayisi girildiginde k(k — 1) = A(v — 1) sartin1 saglayan kag tane
(v, k, 1) olasi fark kiimesi oldugunu ¢ikt1 olarak vermektedir. Bruck Ryser Chowla
teoreminin ikinci kosulunda yer alan lineer diophant denkleminin sifirdan farkli
cOziimlerini istenen aralikta listeleyen BRC lineer kodu yazilmistir. Fark kiimeleri
belirli bir kurala gore dagilim gostermediginden fark kiimesi olan dizayn Ornegi
bulmak olduk¢a zordur. Bizim yaptigimiz ¢alisma da bir dizaynin fark kiimesi

olmadigini gostermenin daha kolay yontemleri sunulmustur.

45



2.1. Simetrik Dizaynin MATLAB Uygulamasi

Bu baslik altinda uygun parametreli simetrik dizaynin olusum asamalar1 kod
yardimiyla aktarilmistir. Bu kod girilen (v, k, A1) degerleri ile uygun parametreli bir
simetrik dizaynin var olup olmadigin1 kontrol etmektedir. Eger varsa 1 yoksa 0

sonucunu vermektedir.

$Ad1 Soyadi: Safiye Ozturk
%0grenci No: 172613012

o°

girdiler: v, G’'nin eleman sayisi
k, D'’nin eleman sayisi

o°

function g = simetrikdizayn (v, k,lam)
g =0
Z = 0:(v-1);
D = nchoosek (0:v, k) ;
[n D,~]= size(D); %D matrisinin satir sayisi, Tuim D'leri tariyoruz.
tic
for j=1:n D
Dk = D(j,:);%D'nin j. elemanini aldik. Bunu deneyecediz.
$B dizilerini olusturuyoruz.

B = zeros(v,k); %initialization
for i=1l:v
B(i,:) = Dk+(i-1);%0teleme islemi

end

H = (B>=v). *B-v; %

H (H<0)=0; %Bu kisimda B vektdrlerinin elemanlarindan v'den

buytik olanlardan v c¢ikardik.
B = (B<v). *B + H ; %

%A vektdorini olusturalim
A = zeros(v,Vv); %A matrisi tim elemanlari sifir olan matris.
for ii = 1:v
for jj=1l:v
if ~isempty (find (Z (ii)==B(jj,:),1))
A(jj,11)=1;%B'nin ic¢inde Z'nin elemani varsa 1 yapiyoruz
end

toc

if A'*A == lam*ones (v)+(k-lam) *eye (v)
g =1;
return

end

$if Dk==[0 1 2]; disp(B);disp(A); disp(A'); disp(A'*A); end
clear B A $A ve B yi temizledik, bir sonraki dongiide tekrar
olussun. Her ne kadar zeros ile initialize etsekte dursun burada

end
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>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn
>>simetrikdizayn

>>simetrikdizayn

(7,3,1) ans = 1
(11,5,2) ans = 1
(13,4,1) ans = 1
(15,7,3) ans = 1
(19,9,4) ans = 1
(21,5,1) ans = 1
(23,11,5) ans =1
(31,6,1) ans = 1
(31,15,7) ans =1
(35,17,8) ans =1
(37,9,2) ans = 1
(43,21,10) ans = 1
(47,23,11) ans = 1
(59,29,14) ans = 1

2.2. BRC Teoreminin MATLAB Uygulamasi

Bu kod BRC teoreminin ikinci sartinin bir uygulamasidir. Yani,

x? =ny?+ (—1)1];_1/122 denkleminin olas1 ¢oziimlerini ¢alistiracaktir. Bu uygulama
y ve z degiskenleri i¢in sadece 1 ile 1000 arasindaki tamsay1 degerlerini kontrol
edecektir. Yazilan t¢liinlin potansiyel fark kiimesi olup olmadigint sonug olarak
gosterir. Eger program 0 ¢iktisini verirse boyle bir dizayn yoktur denir. Ama 1 ¢iktisi

cikarsa simetrik dizayn oldugunu saglatmak gerekir.

$Ad1 Soyadi:
%0grenci No:

Safiye Ozturk
172613012

function s

brc tek(v, k,lam)

s = 0;
n = k-lam;
tic
for y= 1:1000
for z= 1:1000
x= sqrt ((n*y*2)+((-1)"((v-1)/2))*lam*z"2);
if floor (x)==x && x"2>0
s = 1;
toc
return
end
end
end
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Asagidaki 6rnekler igerisinde Bruck Ryser Chowla teoreminin ¢dziim tiretemedigi

dizayn olmayan ornekler de mevcuttur.

>> brc tek (27,13,16) ans = 0
>> brc_tek (34,12,4) ans = 0
>> brc_tek (46,10,2) ans = 0
>> brc_tek (92,14,2) ans = 0
>> brc_tek (172,19,2) ans = 0
>> brc tek (115,19,4) ans = 0
>> brc _tek (117,29,7) ans = 0
>> brc tek (119,59,7) ans = 0
>> brc tek (125,32,8) ans = 0
>> brc tek (67,12,2) ans = 0
>> brc_tek (137,17,2) ans = 0
>> brc_tek (103,18, 3) ans = 0
>> brc tek (53,13, 3) ans = 0
>> brc tek (43,15,5) ans = 0
>> brc tek (77,20,5) ans = 0
>> brc_tek (157,40,10) ans = 0
>> brc_tek (171,85,41) ans = 0
>> brc tek (173,44,11) ans = 0
>> brc tek (181,45,11) ans = 0
>> brc tek (185,24, 3) ans = 0
>> brc_tek (187,31,5) ans = 0
>> brc_tek (193,129,82) ans = 0
>> brc_tek (6271,210,7) ans = 1
>> brc_tek (2591,260,26) ans = 1
>> brc_tek (5167,288,16) ans = 1
>> brc_tek (5167,820,130) ans = 0
>> brc_tek (5167,1107,237) ans = 0
>> brc_tek (5167,1477,422) ans = 0
>> brc tek (5167,1764,602) ans = 0
>> brc tek (5167,2296,1020) ans = 1
>> brc_tek (5167,2583,1291) ans = 1
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2.4. Ana Program

Ana program oOncelikle v, k, A parametrelerinin uygun olup olmadigini olger.
Daha sonra bu parametrelerle simetrik dizayn olup olmadigini kontrol eder ve verilen
aralikta uygun fark kiimelerini listelemektedir. Birgok kombinasyon olacagindan

matlab programinin sonug¢ verme siiresi ¢ok uzundur.

%$Ad1 Soyadi: Safiye Ozturk
%$0grenci No: 172613012

for v = 7:2:60
for k = 3:1:v/2
for lam = 1:(k-1)
s = brc_ tek(v,k,lam);
tic
if s == 1
g = simetrikdizayn (v, k,lam);
if g==
fprintf ('%1i %i %i\n',v,k,lam)
toc
end
end
end
end
end

Ana program kodunu ¢alistirdigimizda v’ nin 60’ a kadar olan degerlerini tarayarak

uygun parametreli simetrik dizaynlarin ¢iktisini asagidaki gibi vermektedir.

(v,%k,lamda)=(7,3,1), (11,5,2), (13,4,1), (15,7,3), (19,9,4), (21,5,1),
(23,11,5), (31,6,1),(31,15,7),(35,17,8),(37,9,2), (43,21,10), (47,23,11),
(57,8,1), (59,29,14)
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2.5. Uygun Fark Kiimesi Parametreleri icin MATLAB Uygulamasi

Bu kod kiime parametreleri arasindaki iligki yardimiyla olusturulabilecek olasi fark
kiimelerinin sonuglarin1 ¢ikt1 olarak vermektedir. Girilen bir v degeri karsiliginda
k(k—1)=A(v—1) sartim1 saglayan olast (v,k,A) parametreli simetrik

dizaynlarinin sayisini vermektedir.

$Ad1 Soyadi: Safiye Ozturk
%0grenci No: 172613012

function kume parametreleri (v)
% v G'nin mertebesi
% deger v’nin sinir degeri

if (mod (v, 2)==0)
deger = v/2;
else
deger = (v-1)/2;
end
sayac=0;
% Burada k dedgerlerini 2'den baslatiyoruz. k,l1 oldugunda lamda 0 olur.
for k=2:deger
lam = (k*(k-1))/(v-1);
if (mod(lam,1)==0)
$Ciktilari fark kiimesi parametreleri icin bir adaydir.
disp (fprintf('(v,k,1)=(%1.0£f,%1.0£f,%1.0f) parametrelerin
potansiyel kimesi.',v,k,lam))
sayac=sayactl;
end
end
disp (fprintf ('$1.0f potansiyel fark kiime adayi vardir.',6 sayac))
end

Asagidaki ciktilar girilen v degeri ile v(v—1) = A(k — 1) sartin1 saglayan

potansiyel {i¢liilerin sayisim1 vermektedir.

>> kume parametreleri (6271)

(v, k,1)=(6271,210,7) parametrelerin potansiyel kimesi.
(v,k,1)=(6271,286,13) parametrelerin potansiyel kimesi.
(v,k,1)=(6271,495, 39) parametrelerin potansiyel kimesi.
(v, k,1)=(6271,760,92) parametrelerin potansiyel kiimesi.
(v, k,1)=(6271,1045,174) parametrelerin potansiyel kiimesi.
(v, k,1)=(6271,1255,251) parametrelerin potansiyel kiimesi.
(v, k,1)=(6271,1540,378) parametrelerin potansiyel kimesi.
(v,k,1)=(6271,1596,4006) parametrelerin potansiyel kimesi.
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(v, k,1)
(v, k,1)
(v, k,1)

(v, k,1)

(v, k,1)
(v, k,1)
(v, k,1)

(6271,1881,564)
(6271,2091,697)
(6271,2376,900)
(6271,2641,1112)
(6271,2850,1295)
(6271,2926,1365)
(6271,3135,1567)

parametrelerin
parametrelerin
parametrelerin
parametrelerin
parametrelerin
parametrelerin

parametrelerin

15 potansiyel fark kime adayi vardir.

>> kume parametreleri (2591)

(v, k,1)=(2591,260,26) parametrelerin
(v, k,1)=(2591,371,53) parametrelerin
(v, k,1)=(2591,630,153) parametrelerin
(v,k,1)=(2591,6606,171) parametrelerin
(v, k,1)=(2591,925,330) parametrelerin
(v,k,1)=(2591,1036,414) parametrelerin
(v, k,1)=(2591,1295,647) parametrelerin

7 potansiyel fark kime adayi vardir.

>> kume parametreleri
(v,%k,1)=(15001,
(v,%k,1)=(15001,
(v,%k,1)=(15001,

(15001)
625,26) parametreleri
5001,1667) parametreleri
5625,2109) parametreleri

3 potansiyel fark kime adayi vardir.

>> kume parametreleri (5167)

(v,k,1)=(5167, 288,106) parametreleri
(v,k,1)=(5167, 820,130) parametreleri
(v,k,1)=(5167,1107,237) parametreleri
(v, k,1)=(5167, 1477,422) parametreleri
(v, k,1)=(5167, 1764,0602) parametreleri
(v,k,1)=(5167, 2296,1020) parametreleri
(v,k,1)=(5167, 2583,1291) parametreleri

7 potansiyel fark kime adayi vardir.
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potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel

potansiyel

potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel

potansiyel

potansiyel
potansiyel

potansiyel

potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel
potansiyel

potansiyel

kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.

kiimesi.

kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.
kiimesi.

kiimesi.

fark kiUmesi.
fark kiUmesi.

fark kUmesi

fark
fark

kiimesi.
kiimesi.

fark kiUmesi.

fark ktUmesi.

fark ktUmesi.

fark kiUmesi.

fark kUmesi.



2.6. Lineer Diophant Denklem Coziimiiniin Matlab Uygulamasi

Bu kod BRC teoreminin lineer diophant denklemine buldugu ¢6ziim tgliilerini
listelemektedir. Ve girilen v, n ve 4 degerlerini x? = ny? + (—1)""Y/2222 lineer
diophant denkleminde yerine koyarak (x,y,z) nin sifirdan farkli ¢oziimlerini

yazdirir. Ayrica kag tane ¢6ziim iretildigi de sonug olarak yazilir.

$Ad1 Soyadi: Safiye Oztiirk
Numarasi: 172613012
% BRC Teoreminde v nin tek oldugu durumda lineer diophant
denkleminin ¢éziminin var olup olmadiginin incelenmesi
function BRC lineer(v,n,1l)
%girdiler:
% v parametresi , |G| nin mertebesi ve tek sayili olmali
% n parametresi , k-1
% 1, lambda dediskeni 1=k (k-1)/v
if (mod(v,2)==0)
error ('verilen v degeri cifttir. BRC teoreminin birinci kosulu
saglar."')
end
devir=0;
for i=1:1000
for §=1:1000
x=sqrt ((n*i"2)+(-1) " ((v-1)/2)*(1*3~2));
if ((x72)>0 && mod(x,1)==0)
disp (fprintf (' (x,vy,2z)=(%1.0£,%1.0£,%1.0f)"',x,1,3))

devir=devir+l;

end
end
end
disp (fprintf (' Bu parametreler icin %1.0f ¢ozum t¢list wvardar',
devir))
end
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Asagidaki ¢iktilar Zg, nin A = 2, n = 12 parametreleriyle olusturulmus (v, k, 1) =
(67,14, 2) olas1 bir fark kiimesidir. Cok sayida ¢oziim oldugu i¢in (1817) ciktilarin
tamami1 burada yaymlanmamustir. Ze, kiimesinin baska olasi fark kiimesi adaylar1 igin

k ve A degerleri test edilir.

>> BRC lineer (67,12,2)
(x,v,2)= (2,1,2)
(x,v,2)= (4,2,4)
(x,vy,z)= (10,3,2)
(x,y,2)= (6,3,6)
(x,y,2)= (8,4,8)
(x,vy,2z)= (10,5,10)
(x,v,2)= (20,6,4)
(x,v,2z)= (3310,993,662)
(x,v,2z)= (3448,996,88)
(x,v,2)= (3320,996,664)
(x,v,2)= (3284,998,764)
(x,v,2)= (3330,999,66606)
(x,v,2z)= (3182,999,962)

Bu parametrelerle 1817 ¢dzum udc¢lusi vardir.

Z- nin simetrik dizayn olmayan bir ti¢liisii agagidaki gibidir. Burada v = 67, 4 =
7, k = 22 parametreleriyle olasi bir fark kiimesi olan (v, k, 1) = (67,22,7) tgliisiiniin bir

fark kiimesi olmadig1 goriiliir.

>>BRC lineer (67,15,7)

Bu parametrelerle 0 ¢Ozim Ug¢list vardir.
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Asagidaki ciktilar Z3iin A = 1, n = 9 parametreleriyle olusturulmus (v, k, 1) =
(73,9, 1) olasi bir fark kiimesidir. Cok sayida ¢6ziim oldugu i¢in (3038) ¢iktilarin tamami
burada yaymlanmamuistir. Z-5 kiimesinin baska olas1 fark kiimesi adaylar1 i¢in k ve A

degerleri test edilir.

>>BRC_lineer(73,8,1)
(x,y,2)=(273,91,91)
(387,91,289)
(663,91,611)
(276,92,92)
(414,92,322)
(561,92,497)
(759,92,713)

(x,¥,2)

(x,¥,2)

(x,¥,2)

(x,¥,2)

(x,¥,2)

(x,¥/,2)

(x,y,2)=(2988,996,996)

(x,v,2)=(2991,997,997)

(2,y,2)=(2994,998,998)

(x,v,2)=(2827,999,89)

(2,v,2)=(2997,999,999)

(x,vy,2)=(2850,1000,350)

(x,y,2)=(3000,1000,1000)

Bu parametrelerle 3038 ¢ozium ti¢liisii vardir.

Asagidaki ¢iktilar Zg;’in A = 1, n = 9 parametreleriyle olusturulmus (v, k, 1) =
(91,10, 1) olas1 bir fark kiimesidir. Cok sayida ¢6ziim oldugu i¢in (919) ¢iktilarin tamami
burada yayinlanmamigtir. Zg; kiimesinin baska olas1 fark kiimesi adaylari i¢in k ve A

degerleri test edilir.

>> BRC lineer(91,9,1)
(x,v,2)=(12,5,9)
(9,5,12)
(24,10,18)
(18,10,24)
(36,13,15)
(15,13, 36)
(36,15,27)

(x,Y,2)

(x,Y,2)

(x,v,2)

(x,v,2)

(x,Y,2)

(x,Y,2)
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(x,v,2)=(2835,977,744)

(x,y,2)=(2880,984,648)

(x,v,2)=(2925,985,420)

(x,v,2)=(2850,986,792)
(x,v,2)=(2808,986,930)
(x,v,2)=(2835,999,972)
(x,y,2)=(2880,1000,840)

Bu parametrelerle 919 ¢dzim udclusi vardir.

Zg4,’in simetrik dizayn olmayan bir {i¢liisii asagidaki gibidir. Buradav = 91, 4 =
36, k = 14 ve n = 22 parametreleriyle olas1 bir fark kiimesi olan (v, k, 1) = (91,36,14)

ticliistiniin bir fark kiimesi olmadig1 goriiliir.

>> BRC lineer (91,22,14)

Bu parametrelerle 0 ¢dzUm Ug¢lisi vardir.
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Tablo 2: Bazi (v, k, A) parametreleri i¢in ortalama ¢alisma siireleri

.k 2) Fonksiyon 1&0 Programin Ortalama
Calisma Siiresi

(7,3,1) simetrikdizayn(v, k, lam) 1 0,14 saniye
(11,5,2) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 0,16 saniye
(13,4,1) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 0,35 saniye
(15,7,3) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 0,45 saniye
(19,9,4) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 0,74 saniye
(21,5,1) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 1,21 saniye
(23,11,5) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 1,77 saniye
(31,6,1) simetrikdizayn (v, k, lam) 1 4,45 saniye
(43,15,5) brc_tek (v, k, lam) 0 0,1 saniye
(53,13,3) brc_tek( v, k, lam) 0 0,1 saniye
(67,12,2) brc_tek (v, k, lam) 0 0,1 saniye
(77,20,5) brc_tek (v, k, lam) 0 0,1 saniye
(103,18,3) brc_tek (v, k, lam) 0 0,1 saniye
(115,19,4) brc_tek (v, k, lam) 0 0,1 saniye
(117,29,7) brc_tek (v, k, lam) 0 0,2 saniye
(119,59,7) brc_tek(v, k,lam) 0 0,2 saniye
(125,32,8) brc_tek(v, k, lam) 0 0,2 saniye
(137,17,2) brc_tek(v, k,lam) 0 0,2 saniye
(157,40,10) brc_tek(v, k, lam) 0 0,2 saniye
(171,85,41) brc_tek(v, k, lam) 0 0,2 saniye
(173,44,11) brc_tek(v, k, lam) 0 0,2 saniye
(181,45,11) brc_tek(v, k,lam) 0 0,2 saniye
(185,24,3) brc_tek(v, k, lam) 0 0,2 saniye
(187,31,5) brc_tek(v, k, lam) 0 0,2 saniye
(193,129,82) brc_tek(v, k,lam) 0 0,2 saniye
(2591,260,26) brc_tek(v, k, lam) 1 0,3 saniye
(5167,288,16) brc_tek(v, k, lam) 1 0,5 saniye
(5167,2296,1020) brc_tek(v, k,lam) 1 0,5 saniye
(5167,2583,1291) brc_tek(v, k, lam) 1 0,5 saniye
(5167,1477,422) brc_tek(v, k, lam) 0 0,5 saniye
(5167,1764,602) brc_tek(v, k,lam) 0 0,5 saniye
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Tablo 3: Girilen v degerine karsilik bulunan olasi fark kiimesi sayilari i¢in programin ¢aligma

siiresi
] Programin Ortalama
v Fonksiyon Fark kiime say1s1
Caligsma Siiresi
2591 kume_parametreleri(v) 7 0,17 saniye
5167 kume_parametreleri(v) 7 0,11 saniye
6271 kume_parametreleri(v) 15 0,65 saniye
15001 kume_parametreleri(v) 3 0,96 saniye
Tablo 4: Girilen (v,n,A) parametrelerine karsilik lineer diophant denklemindeki
(x,y,z) degiskenlerine gore c¢oziimlerinin ka¢ tane oldugunu veren Orneklerin
programdaki ¢aligma stireleri
] L Programin Ortalama
(v,n, 1) Fonksiyon (Coziim say1s1 .
Calisma Stiresi
(67,12,2) BRC_lineer(v,n,1) 1817 0,22 saniye
(67,15,7) BRC_lineer(v,n, 1) 0 0,10 saniye
(73,8,1) BRC_lineer(v,n, 1) 3038 0,29 saniye
(919,1) BRC_lineer(v,n, 1) 919 0,15 saniye
(91,22,14) BRC_lineer(v,n, 1) 0 1,15 saniye
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3. BULGULAR

Bu tez caligmasinda fark kiimeleri konusu ile ilgili genel bir literatiir 6zeti verilerek,
fark kiimelerinin varlik probleminde kullanilan BRC Teoreminden bahsedilmistir.

Bruck Ryser Chowla Teoremi simetrik dizayn olan yapilarin fark kiimesi olup
olmadig ile ilgili kriterler vermektedir. Bruck Ryser Chowla Teoremini saglayan her
simetrik dizayn bir fark kiimesidir. Ancak bu ifadenin tersi dogru degildir. Bu ¢alismada
MATLAB bilgisayar programina girilen v, k, A degerlerine karsilik bir simetrik dizayn
olup olmadigini kontrol eden ardindan Bruck Ryser Chowla teoreminin kriterlerini
uygulatan ve hepsini birlikte kontrol edip uygun parametreli fark kiimelerini listeleyen

bir kod olusturulmustur.
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Bu tez calismasi igin gerekli olan bilgiler mevcut literatiirden faydalanilarak
sunulmustur. Fark kiimeleri ile ilgili temel tanim ve teoremler, fark kiimelerinin
ozellikleri, BRC Teoremi i¢in 6nemli olan teoremler ve bir kisminin ispatlar1 verilmis,
BRC Teoremini saglayan ve saglamayan orneklerle calisma zenginlestirilmistir.

Yapilan ¢alismalar kisminda, verilen bir tglii v, k, A2 parametrelerinin ilk Kkriteri
sagladiktan sonra simetrik dizayn olup olmadigini kontrol eden ve fark kiimelerinin
varligin1 arastiran Bruck Ryser Chowla teoreminin kriterlerini saglatan bilgisayar
program dilinde yazilan kod pargalari sunulmustur.

MATLAB program dilinde yazilan kodlar kullanilarak programa girilen herhangi
v, k, A Uglisiiniin simetrik dizayn olup olmadigi, Bruck Ryser Chowla testini gegip
geemedigi belirlenebilmektedir. Bu ¢alisma sonucunda simetrik dizayn olan, Bruck Ryser
Chowla teoreminin ikinci kosulunu saglayan ve saglamayan 6rneklere ve Bruck Ryser
Chowla teoreminin lineer diophant denklemine iirettigi ¢oztimleri ¢ikti olarak veren

orneklere yer verilmistir.
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5. ONERILER

Bruck Ryser Chowla teoremi diophant denklemine bir ¢dziimiin varliginin simetrik
dizaynin varlig: iizerindeki etkisini agiklamaktadir. Ancak bu yontemler kullanilirken
uygun parametreli fark kiimelerinin bulunmasi bilgisayar destegi olmadan kolay
olmayabilir. Bu nedenle fark kiimelerini arastiran farkli yontem c¢esitleri program
dillerinde irdelenebilir. Orbit tanimi kullanilarak fark kiimesi elde eden bir kod
yazilabilir. Bruck Ryser Chowla teoreminin ikinci sartinin uygulamasi i¢in daha basit
yontemler arastirilabilir. Carpan teorisi kullanilarak Bruck Ryser Chowla testi gibi fark
kiimesi olmayan Ornekleri eleyen bir kod yazilabilir. Matris ¢esitlerinin simetrik dizayn

olma lizerindeki etkisi arastirilabilir.
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