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OZET

FARK KUMELERI VE IKILI DiZi OLUSTURMADAKI UYGULAMALARI
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Recep Tayyip Erdogan Universitesi
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Matematik Anabilim Dah
Yiiksek Lisans Tezi
Damsmam: Dr. Ogr. Uyesi Emek DEMIRCI AKARSU

Bu tez caligmasinda ilk olarak, fark kiimelerinin genel tanimu, oOzellikleri, aileleri, fark
kiimelerinin varlik problemi ve fark kiimelerinin ikili dizi olusturmadaki bazi uygulamalari ile
ilgili genel bilgiler mevcut literatiirden faydalanilarak sunulmustur. Sonrasinda fark kiimelerinin
ikili dizi olusturmadaki bir uygulamasi olan kodlanmis maske olusturmak igin g¢aligmalar
yapilmistir. Kodlanmis maske olusturmak igin, bilgisayar programinda yazilan kodlar yardimu ile
uygun bir grup ve bu grup icerisindeki fark kiimesi bulunmustur. Son olarak bulunan bu fark

kiimesi kullanilarak bir kodlanmis maske olusturulmustur.

2019, 62 sayfa
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ABSTRACT
DIFFERENCE SETS AND THEIR APPLICATIONS ON THE BINARY SEQUENCES
Tugba NAVDAR GUNAY

Recep Tayyip Erdogan University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Master Thesis
Supervisor : Asst. Prof. Dr. Emek DEMIRCI AKARSU

In the study of this thesis, first of all, the general definition of difference sets, their properties,
families, existence problems, some applications of constructing binary sequences, and relevant
general information were presented by benefiting from the existence literature. Later on, the
studies are made on a coding mask that is an application of difference sets for constructing binary
sequences. To construct the coding mask, an appropriate group and a difference set in this group
were found by using the constructed codes made by computer software program. Finally, by using

this founded difference set, a coding mask was formed.
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1. GENEL BILGILER

1.1. Giris

Genel olarak fark kiimeleri alan1 soyut cebir ve kombinatorik matematiginin
kesisiminde bulunur. Fark kiimeleri ¢aligmasi bu alanlara ek olarak geometri, sayilar
teorisi ve dizayn teorisinden aracglar kullanir. Fark kiimesi bir grubun 6zel bir alt kiimesi
olup, bir grubun fark kiimesi igermesi i¢in simetrik dizayn olarak adlandirilan giizel bir
yapida etkin bir sekilde rol almas1 gerekir. Bu durumda bir fark kiimesinin kesfedilmesi

ilging bir grup eylemi bulmakla esdegerdir.

Fark kiimeleri fikri ilk olarak James Singer’m 1938 tarihli “A Theorem in Finite
Projective Geometry and Some Applications to Number Theory” makalesinde ortaya
cikmustir. Bir¢ok yazar fark kiimelerini bu makaleye dayandirmaktadir. Singer (1938), bir
fark kiimesinin tanimmi formiile etmesine ragmen ana teoremi bir dizaynin

otomorfizmasi ile ilgilidir.

Fark kiimelerinin sistematik olarak calisilmasi Marshall Jr. Hall’in 1940’larin
sonlarindaki ¢alismalarma kadar geri gider. Bu erken donem makalelerinin tamaminda
kombinatorik, geometri ve cebir matematigi vardir. Konu gelistikge cebirsel yontemlerin

kullanimi1 giderek artmaktadir.

Fark kiimeleri matematiksel agidan zengin olmakla birlikte gercek hayattaki
problemlerde de bir¢ok uygulama alani vardir. Fark kiimeleri optik hizalama, iletisimde
sinyal giiriiltiisii varligi durumunda sinyallerin dogru yorumlanmasi, astronomik olaylarin
goriintiilenmesi, hata diizeltme kodlarinin olusturulmasi, kuantum bilisiminde siirecleri
kolaylagtirmak, verileri kodlamak ve desifre etmek gibi uygulama alanlarinda
kullanilmaktadir. Bu uygulamalardan optik hizalamada, iletisimde sinyal gliriiltiisiiniin
varliginda  sinyallerin  dogru  yorumlanmasmnda ve  astronomik olaylarin
goriintiilenmesinde iyi otokorelasyon 6zelliklerine sahip fark kiimeleri ve ikili diziler
arasindaki iliskiden yararlanilir. Fark kiimeleri araciligiyla iyi otokorelasyon 6zelliklerine

sahip ikili diziler olusturulabilir. Diger uygulamalarda kullanilan fark kiimelerinin rolleri

oldukea farklidir.



Bu tez ¢alismasinda, fark kiimeleri konusunun anlasilabilmesi i¢in gerekli temel
kavramlar ve teoremler, fark kiimelerinin tanimi, 6zellikleri, aileleri, fark kiimelerine dair
temel teoremler ve bunlardan bazilarinim ispatlari, bir fark kiimesinin varlik problemi ile
ligili genel bir literatiir Ozeti bulunmaktadir. Calismanin son kisminda ise fark
kiimelerinin ikili dizi olugturmadaki uygulamalarindan olan kodlanmig maske ile
goriintiileme uygulamasinda kullanmak i¢in fark kiimelerinin olusturulmasina yonelik
bilgisayar programlarinda yazilmis kod pargalar1 bulunmaktadir. Bu kod parcalar1
kullanilarak bir fark kiimesi olusturulmus ve olusturulan fark kiimesi i¢in kodlanmis bir

maske sablonu verilmistir.

1.2. Literatiir Ozeti

Fark kiimeleri fikri ilk olarak Singer (1938)’in makalesinde ortaya ¢ikmistir. Singer
bir fark kiimesinin tanimini formiile etmesine ragmen ana teoremi bir dizaynin

otomorfizmasi ile ilgilidir.

Fark kiimeleri cebir ve kombinatoriklerin kesisiminde bulunur ve simetrik blok
dizaynlar1 i¢in pratik ve etkili bir yapici yontemle harekete gecirilir. (Singer, 1938),
(Bose, 1939), (Bruck, 1955), (Hall, 1956) gibi pek ¢cok makale bu konuyla a¢ikea ilgilidir.
Bose (1939) tarafindan dengeli tamamlanmamis blok dizaynlarinin insasi tizerine iki
“Modiil Teoremi” gelistirilerek bunlar ¢esitli dizayn aileleri olusturmak i¢in uygulanmis

ve ¢esitli inga yontemleri incelenmistir.

Fark kiimelerinin sistematik olarak ¢alisilmasi 1940’larin sonundaki (Hall, 1947)
calismasia dayanmaktadir. Sonlu gruplardaki fark kiimeleri, Bruck (1955) tarafindan bir
makalede ayrintilariyla calisilmistir. Bruck (1955), Marshall Hall Jr.’in bir fark
kiimesinin “carpanr” kavramimi gruplardaki fark kiimelerine genisletmistir. ikinci olarak
da Hall ve Ryser (1951)’in makalesindeki ¢arpanlar iizerine olan teoremi degismeli
gruplara kadar genisletmistir. Hall daha sonra bir ¢calismasinda (Hall, 1956) teoreminin
bir genellemesini almistir. Menon (1960) tarafindan yazilan makalede Hall (1956)’1n bu

genel fark kiimesi ¢arpanlariyla ilgili teoremi degigmeli gruplara genisletilmistir.



Lehmer (1953) tarafindan rezidii fark kiimeleri ilizerinde calisilmigs olup bir
milkemmel rezidii fark kiimesinin (yani her farkin ¢oklu kiimede bir kez goriindigi
rezidiilerden olusan fark kiimesi) 2 modiilo p nin tim kuvvetlerini igerdigi ispat

edilmistir.

Baumert (1971) tarafindan genel devirli fark kiimeleri teorisinin oldukca kapsamli
bir aragtirmasi verilmistir. Sonlu gruplarda blok dizaynlar1 ve fark kiimelerinin daha genel
konular1 tanitilsa da, bu konular devirli fark kiimeleri i¢in ortaya ¢ikan problemlere 151k

tutmak i¢in gelistirilmistir.

Mcfarland (1973)’in galismasinda her asal q ve her pozitif s tamsayisi i¢in
parametreleri (v, k, 1) olan bazi devirli olmayan gruplardaki fark kiimeleri igin bir yap1

verilmistir.

Camion (1979) tarafindan yapilan kisa bir ¢alisma, lineer projektif kodlar agisindan
fark kiimeleri caligmasiin tamamini ¢er¢evelemektedir ve bu konudaki (Ding, 2014) gibi

Kitaplarin tamami o zamandan beri de yazilmistir.

Bir fark kiimesinin varligi i¢in simetrik bir dizaynin var olmasi gerekir. (Bruck ve
Ryser, 1949) ve (Chowla ve Ryser 1950) ¢alismalarinda (v, k, 1) parametreli simetrik
dizaynlarm varlig1 i¢cin Bruck-Ryser-Chowla Teoremi verilmis ve ilk makalede yazarlar
A =1 durumunda teoremi ispatlamislardir. Tkinci makalede ise sonucu herhangi bir A
pozitif tam sayisina genisletmislerdir. Ryser (1982)’in makalesinde teoremin ¢ok daha
basit bir ispati verilmistir. Sadece v nin tek sayr oldugu (v, k,A) dizaynlarma

deginilmektedir.

Lam vd. (1989) tarafindan, 10 mertebeli projektif diizlemin yoklugu iizerine
calisilmig ve bunu takip eden siirecte yapilan bir bagka ¢aligma (Lam, 1991), 10 mertebeli
projektif diizlem sorununun evrimini ve bilgisayarlarm sorunu ¢dzmek i¢in nasil

kullanildigini anlatan agiklayict bir makaledir.

Kibler (1978)’in makalesi k < 20 i¢in devirli olmayan gruplardaki (v, k, 1) fark

kiimelerinin bir listesini icermektedir. Jungnickel (1992) tarafindan modern dizayn
3



teorisinde fark kiimeleri iizerine bir ¢alisma yapilmistir. Ayrica bu calismada da fark

kiimelerinin kullanigh tablolar1 sunulmaktadir.

Beth vd. (1999) tarafindan yapilan kapsamli ¢alisma fark kiimeleri konusundaki
baslica genel degerlendirme ve arastirmalardan biridir. Ayni yi1l Pott ve yardimeci
editorleri tarafindan, fark kiimelerinin daha 6zel alanlarinin bir¢ok degisik arastirmalarint
bir araya toplayan bir kitap (Pott vd., 1999) yayinlanmistir. (Jungnickel ve Pott, 1999) ve
(Golomb, 1999) calismalar1 bu ciltte yayinlanan ¢alismalardandir. Jungnickel ve Pott
(1999) tarafindan degismeli durumlarda bulunan fark kiimeleri teorisine giris niteliginde
bir yaklagim sunulmaktadir. Golomb (1999) tarafindan ikili diziler ve onlarmn korelasyon
ozellikleri ile fark kiimeleri arasindaki iligki verilmistir ve bu konuda biiylik 6lglide
aydinlatic1 bir caligsmadir, ayrica konu ile ilgili olarak MacWilliams ve Sloane (1976)’1n

makalesi bulunmaktadir.

1999 sonrasinda bu ¢alisma boyunca kullanilan ve fark kiimeleri ¢aligmasima ilk
ders kitab1 tarzinda giriglerden biri olarak hizmet veren Moore ve Pollatsek (2013)’in
kitab1 gibi diger dnemli eserler yayinlanmistir. Moore ve Pollatsek (2013) tarafindan
yazilan kitapta fark kiimelerinin yapisal 6zellikleri, fark kiimelerinin aileleri, nasil elde
edildikleri, uygulama alanlari, diger alanlar ile iliskileri ve matematiksel 6zellikleri ile
ilgili uzman olmayanlarin da anlayabilecegi sekilde kapsamli bir ¢alisma sunulmustur.
Yakin zamanda yapilan tez ¢alismasi (Trout, 2017) degismeli gruplardaki fark kiimeleri

ve genellemeleri lizerine incelenebilecek ayrintili caligmalardandir.

Fark kiimelerinin bir ¢ok alanda uygulamasi bulunmakta olup bu konu iizerine
bir¢ok calisma yapilmistir. Godsil ve Roy (2009) un makalesi kuantum bilisiminde fark
kiimelerinin kullanimi iizerine ¢alisma olup ayrica es acili dogrularin varligm bir fark
kiimesinin varligina baglayan bir teorem igermektedir. Assmus ve Key (1992) tarafindan
cebirsel kodlama teorisinin dizaynlarin analiz ve smiflandirilmasindaki uygulamalar:
detayl1 olarak incelenmistir. Baskar ve Saravanan (2012) tarafindan fark kiimelerinin
yapilarinin verileri kodlamak ve desifre etmek i¢in kullanilabilecegi ve fark kiimesi
kodlarinin bellek giivenligi i¢in kullanilmasi {lizerine ¢alisilmistir. Ayrica bu makalede
fark kiimesi kodlarinin 6zelliklerinin, verilerin desifrelenme siirecini oldukga azaltmak

icin kullanilabilecegi lizerine ¢alismalar yapilmistir. Fark kiimeleri kozmoloji alaninda

4



kullanilarak 6zel goriintiileme tiirlerinde biiyiik bir rol oynanustir (Zhang vd., 1998). Ozel
goriintiileme tiirlerinde kullanimi tizerine (Skinner, 1984), (Skinner, 1988), (Zand, 1995)
ve (Zand, 1996) calismalar1 6rnek olarak gosterilebilir. Daha yakin zamanlarda, sinyal
isleme (Xie vd., 2013) ile kuantum bilgisi ve hesaplama (Roetteler, 2016) icin fark

kiimelerinin uygulamalar1 aktif arastirma alanlar1 haline gelmistir.

Fark kiimeleri ¢caligmasinin alt yapisi i¢in gerekli olan cebir konulari, teoremler ve
ispatlar1 (Gallian, 2013), (Nicholson, 2012), (Rosen vd., 2005), (Ireland ve Rosen, 1982)

kaynaklarinda kapsamli olarak mevcuttur.

1.3. Temel Kavramlar

1.3.1. Gruplar

Tamim 1.3.1. (Grup) G bos olmayan bir kiime ve * islemi G de bir ikili islem olsun.
Verilen * isleminin G de birlesme 6zelligi ve birim elemani varsa ayrica * islemine

gore G deki her elemanin tersi varsa (G,*) cebirsel yapisina grup denir.

Tamm 1.3.2. (Degismeli Grup) Cebirsel yap1 (G,*) birgrupve Va,b € G i¢in a *b =

b x a degisme Ozelligi saglaniyorsa gruba degismeli grup veya abel grubu denir.

Tamm 1.3.3. (Sonlu Grup) G sonlu bir kiime ise (G,*) grubuna bir sonlu grup denir ve

eleman sayisina da grubun mertebesi denir.

Tamim 1.3.4. (Homomorfizma-Izomorfizma-Otomorfizma) Cebirsel yap1 olan (G,O) ve
(G",®) iki grup olmak lizere f:G — G’ bir fonksiyon olsun. Eger her a,b € G igin;
f(@a®b) =f(a) ® f(b) oluyorsa 0 zaman f ye grup homomorfizmast ad1 verilir.
Eger f homomorfizmasi birebir ve orten ise bir izomorfizma adin1 alir. Ayrica, eger G =

G' ve f bir izomorfizma ise f ye bir otomorfizma denir.

Gruplar konusu ile ilgili daha fazla bilgi igin (Gallian, 2013) ve (Nicholson, 2012)
kaynaklarina bakilabilir.



1.3.2. Kuadratik Rezidiiler

Fark kiimelerinin uygulamalar1 lizerinde calisilirken kullanilacak olan bazi fark
kiimeleri i¢in kuadratik rezidiilere ihtiya¢ duyulacaktir. Bu nedenle kuadratik rezidii

kavrami i¢in temel tanim ve teoremlerin verilmesi ¢aligma icin faydali olacaktir.

Tamm 1.3.5. (Kuadratik Rezidii) p bir tek asal ve a sayis1 da obeb(p,a) = 1 olan bir
tam say1 olsun. Eger x? = a(mod p) kongriiansi ¢dziilebilirse a ya p modiiliine gore
kuadratik rezidii (karesel kalan) denir, x? = a(mod p) kongriiansi ¢6zillemez ise a ya

p modiiliine gore kuadratik olmayan rezidii denir.

Lemma 1.3.6. p birtek asal ve a da p ile boliinemeyen bir tamsay1 olmak iizere, x2 =
a(mod p) kongriiansi ya ¢oziimsilizdiir ya da p modiiliine gore birbirlerine kongriient

olmayan iki ¢6zlimii vardir.

Ispat: x? =a(mod p) kongriiansmm x =x, gibi bir ¢bziime sahip oldugu
varsayilsm. x = —x, diger ¢dziimdiir. Gergekten (—x)? = x,% = a(mod p) olup
—x, bir ¢oziimdiir. xy Z# —xyo(mod p) dir. Eger x, = —xy,(mod p) olsaydi 2x, =
0(mod p) olup, p|x, olurdu. Halbuki p tek asal p + a olup x,?> = a(mod p) ve p +
xo dir. ikiden fazla ¢6ziim olmadigmni gdstermek i¢in de x? = a(mod p) nin x = x,
ve x = x; gibi iki ¢dziimii oldugu kabul edilsin. O zaman x,% = x;2 = a(mod p) ve
xo? — x1% = (¢ + x1) (%o — x1) = 0(mod p) olup, ya p|(x, + x;) ya da p|(xo — x1)
dir. Bunlardan da ya x; = —xy(mod p) ya da x; = xy,(mod p) olur ki bu da bize

sadece iki tane birbirlerine kongriient olmayan ¢6ziim oldugunu verir. (Rosen vd., 2005)

Teorem 1.3.7. p bir tek asal olmak tizere p nin kuadratik rezidiileri ile kuadratik

olmayan rezidiileri sayis1 birbirine esit olup her biri (p — 1)/2 tanedir.

Ispat: 1,2,...,p —1 sayilar1 arasindan p nin biitiin kuadratik rezidiileri bulunmak
istenirse bu sayilarin karelerinin p modiiliine gore en kiiciik pozitif kalanlar:
bulunmalidir. p — 1 tane kare hesaplanacagindan ve her bir x% = a(mod p)
kongriiansi ya ¢6ziimsiiz ya da iki ¢6ziimlii olacagindan 1,2,...,p — 1 sayilari arasindan

tam (p —1)/2 tane p nin kuadratik rezidiisii olmalidir. Geriye kalan (p — 1)/2 tane
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p — 1 den kiigiik pozitif tam say1 da p nin kuadratik olmayan rezidiileridir. (Rosen vd.,
2005)

Kuadratik rezidiiler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in (Rosen vd., 2005) kaynagina
bakilabilir.

1.3.3. Tekrarlanma Yapilan ve Dizaynlar

Tammm 1.3.8. (Tekrarlanma Yapisi) Bir tekrarlanma yapisi olan D, ( P,B,J) swrali
liglisiinden meydana gelir. Burada P, p noktalarmin kiimesi; B, P kiimesindeki
noktalardan olusan B bloklarinin kiimesi; 7 € P X B, P ile B arasindaki tekrarlanma

iligkisidir.

Eger (p,B), J tekrarlanma iliskisi icerisinde ise p ve B nin ¢akistigi sdylenir. Bir
blok diger bir blok ile ayni nokta kiimesine sahipse “tekrarlanir” denir. Bir tekrarlanma
yapisinda tekrarlanan bloklar yoksa basit tekrarlanma yapisi olarak bilinirler. Calisilacak
olan tekrarlanma yapilar1 basittir, bu yiizden bir blok nokta kiimesi olarak goriilebilir. p
noktast B blogu ile iligkili ise p € B olur. P nin alt kiimesi olarak tanimlanan bloklarla
olusturulan tekrarlanma yapis1 basitge (P, B) olarak yazilir. Tekrarlanma yapisi kavrami

icin su Ornekler verilebilir.

Ornek 1.3.9. Oklid diizleminde, P diizlemdeki noktalar kiimesi ve B diizlemdeki

dogrular kiimesinden olusur.

Ornek 1.3.10. P = {a, b, ¢} kiimesi ii¢ kisiden olusan bir komiteyi temsil etsin ve B =
{{a},{a, b},{a,c},{a, b, c}} kiimesi de bu kisilerden olusan dort komiteyi temsil etsin. a
kisisi dort komitenin hepsinde, b kisisi 2. ve 4. komitede, C kisisi ise 3. ve 4. komitede

yer almaktadir.

Ornek 1.3.9 da bulunan nokta ve bloklarin kiimesi sonsuzdur. Ornek 1.3.10 da ise
nokta ve bloklar sonludur. Ornek 1.3.9 da herhangi iki nokta bir dogruyu belirlediginden,
herhangi iki noktanin sadece 1 dogru iizerinde birlikte bulunabilecegi diizenlilik kosuluna

sahiptir. Ornek 1.3.10 ise bdyle bir diizenlilik kosuluna sahip degildir, bloklar bile farkli
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biiyiikliiktedir. Bu ¢alismada incelenecek olan tekrarlanma yapilart sonludur.

Bir tekrarlanma yapisini temsil etmek i¢in matris gosterimi de kullanilabilir. Bu

gosterim i¢in asagidaki tanim kullanilacaktir.

Tammm 1.3.11. (Tekrarlanma Matrisi) D - (P,B,J) tekrarlanma yapisinda P nin
mertebesi |P| = v ve B nin mertebesi |B| = u olsun. Burada p;, 0 <i < v olmak
lizere noktalart ve B;, 0 <j <wu olmak lizere bloklar1 temsil etsin. Bu durumda

tekrarlanma matrisi olan M, m;; € M olmak iizere;

{1 eger p; € B; ise,
m;; = .
0 aksi durumda.

olarak tanimlanir.

Her sonlu tekrarlanma yapis1 tekrarlanma matrisi ile temsil edilebilir, burada

sutunlar noktalar1 ve satirlar bloklar1 temsil eder.

Ornek 1.3.12. Ornek 1.3.10 daki tekrarlanma yapisinin tekrarlanma matrisi ile ifade

edilisi, P = {a, b, c} ve B = {{a},{a,b},{a,c},{a, b,c}} olmak iizere;

<

Il
[N
[ R
[ = =)

bulunur.

Bir tekrarlanma matrisi, sadece bir tekrarlanma yapismi temsil etmek igin bir yol
degildir. Bazen matris ¢arpimi, tekrarlanma yapisini incelemek icin bir ara¢ saglar.
Ornegin, iki tekrarlanma yapisinin esas olarak ayni olup olmadigini kontrol etmek igin
bloklar veya noktalar yeniden siralanarak tekrarlanma matrisi permiitasyon matrisi ile

carpilabilir. (Moore ve Pollatsek, 2013)



Gruplarda oldugu gibi tekrarlanma yapilar1 da karsilastirilabilir. Bu karsilastirma

icin izomorf tekrarlanma yapilar1 tanimi verilecektir.

Tamm 1.3.13. ({zomorf Tekrarlanma Yapilart) Iki basit tekrarlanma yapis1 (P, B, 7) ve
(P',B',7") olmak tizere, P yi P’ ne, B yi B' ne esleyen bire-bir fonksiyon varsa bu

tekrarlanma yapilar1 izomorfiktir.

Fark kiimeleri konusu ¢ogunlukla 6zel bir dizayn ile iliskili oldugundan dizaylar ile

ilgili temel bilgiler ¢aligma i¢in faydali olacaktur.

Tammm 1.3.14. (t-Dizayn) t negatif olmayan bir tamsayi olmak iizere, (v,k,A)
parametreli bir t-dizayn1 D=(P,B) tekrarlanma yapisidir. Burada P, v biiylikligiinde
noktalar kiimesini ve B, bloklar adi1 verilen P nin k elemanl alt kiimelerinden olusan
bir kiimeyi ifade eder. Oyle ki 4 > 1 olmak iizere, P nin t elemanl her bir alt kiimesi

bu bloklarda tam olarak A kez bulunur.

Ornek 1.3.15. 2-(6,3,2) dizayn drnegi incelenecektir. Merkezinde bir tepe noktast
bulunan besgen tlizerindeki bloklar iki sekilde ayirilarak sunulacaktir. Sekil 1 deki kose
noktalar1 ve merkezi ilk alt1 dogal say1 ile saat yoniiniin tersine dogru numaralandirilmig
olan iki besgen ele alinirsa, (a) besgeninde agirlik merkezini tepe noktasi olarak almis
olan bes tane liggen ve (b) besgeninde bir kenar1 besgenin ¢evresi lizerinde bulunan bes
tane ikizkenar iicgen vardir. (a) ve (b) besgenlerinde bulunan bu {iggenlerin her biri {i¢
elemanli bloklardir ve bu bloklarda bulunan her nokta ¢ifti tam olarak iki liggende

gorliir.

(a)

Sekil 1. Farkli yollarla liggen pargalarina ayirilmig iki besgen.

2 -(6,3,2) dizayninin blok kiimesi bu iki besgende bulunan bloklar kiimesinin

birlesiminden olusur.



(a) daki bloklar:

[162], [263], [364], [465], [561]

(b) deki bloklar:

[134], [245], [315], [421], [523]

2-(6,3,2) dizaynindaki bloklar:

[162],[263], [364], [465],[561], [134], [245], [315], [421], [523]

olarak bulunur. 2-(6,3,2) dizaynindaki bloklar esasinda, ilk alt1 dogal say1 kullanilarak
kolayca ortaya cikarillan dizaynin dogasmi gizler. (Bu o6rnek (Trout, 2017) tez

calismasindan alimmistir.)

Ozet olarak bir t-(v, k,A) dizayni igin parametreler asagidaki gibidir.
v: noktalarin sayisi,
b: bloklarm sayisi,
k: her blokta bulunan nokta sayisi,
r: noktalar kiimesinden herhangi bir noktanin bulundugu blok sayisi,

A: verilen herhangi bir nokta ¢iftinin bulundugu blok sayisi.

Teorem 1.3.16. Eger D bir 2-dizayniise, r(k — 1) = A(v — 1).

Ispat: x, dizaynin noktalar kiimesinden alman herhangi bir nokta olmak iizere, x # y
olacak sekilde (x,y) ciftleri iki sekilde sayilarak ispat yapilacaktir. Noktalar kiimesinde
x ten farkli v — 1 tane nokta vardir ve t = 2 oldugundan bu (x,y) ¢ifti 1 tane blokta
birlikte bulunmalidir. Bununla birlikte x noktasinin bulundugu blok sayisi r tanedir. x
ile bir ¢ift olugturan k — 1 tane baska nokta vardwr. O halde iki taraf da sayilacak olursa,

r(k —1) = A(v — 1) olacaktr.
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Teorem 1.3.17. Bir t-(v, k,A) dizayni i¢in, vr = bk esitligi mevcuttur.

Ispat: x € B olmak iizere (x,B) ve (P,B) ciftleri ele almsm. Burada v tane nokta
vardir ve her biri r tane blokta bulunmalidir. Diger taraftan b tane blok var ve her biri

k tane nokta igeriyor. Iki tarafli sayim sonucu, vr = bk olur.

Tamm 1.3.18. (Simetrik Dizayn) Simetrik (v, k,A)-dizayn1 0 < k < v olmak iizere
asagida verilen kosullar ile birlikte bir (P, B, J) tekrarlanma yapisidir.

) |P|=w.

i) |B| =v.

iii) Her bir nokta k tane blokta bulunur.

iv) Her blokta k tane nokta bulunur.

v) Her nokta ¢ifti A blokta bulunur.

vi) Her blok ¢ifti 1 noktada ¢akisir.

A =0 veya A =k — 1 olan dizaynlar trivial (6nemsiz) simetrik dizaynlar olarak

adlandirilirlar. n = k — A degeri simetrik dizaynin mertebesi olarak adlandirilir.

Ornek 1.3.19. Sekil 2 de verilen 1 x 1 tipinde kiigiik karelerden olusan 4 x 4 tipinde

bir tablo diisiiniilsiin.

9 10 | 11 | 12

13 | 14 | 15 | 16

Sekil 2. T; blogunun golgeli oldugu 4 X 4 formunda kareler dizaynu.

Tablo iizerinde bulunan 16 farkli kare dizaynin noktalarini olusturur. T; blogu j noktasi
hari¢ j noktasinin bulundugu tiim satir ve tiim stitundaki noktalardan olusur. Boylece her
blok 6 adet Kare icerir. Ornegin Sekil 2 de gosterilen kareleri yazacak olursak T, blogu

3,5,6,8,11,15 sayilarindan olusur. Benzer sekilde j € {1,2,...,16} olmak {izere tiim T;
11



bloklar1 bulunabilir. Bu bloklar verilen kurala gore olusturulduklarinda su sekildedirler:

T, = {234,593} T, ={10,11,12,1,5,13}
T, = {1,346,10,14} T,o ={9,11,12,2,6,14}
T, = {1,24,711,15} T,, ={9,10,12,3,7,15}
T, = {1,23812,16} T,, ={9,10,11,4,8,16}
Ts = {6,7,81,9,13} T,; ={14,15,16,1,59}
Te = {5782,10,14} T,, ={13,1516,2,6,10}
T, = {5683,11,15} T,s ={13,14,16,3,7,11}
Ts = {56,7,4,12,16} T,e ={13,14,154,8,12}

Sonu¢ olarak olusturulan tiim bloklar incelenirse bu yapt formu (16,6,2) simetrik
dizaynidir. (Moore ve Pollatsek, 2013)

Ornek 1.3.15 te gosterilen 2-dizayni bir simetrik dizayn degildir ¢iinkii nokta ve
blok kiimeleri farkl biiyiikliiktedirler.

Simetrik dizaynlarda b = v oldugundan Teorem 1.3.17 den r = k yazilir. Bu
durumda simetrik dizaynlarda r = k oldugu i¢in Teorem 1.3.16 yerine asagidaki teorem
yazilir. Bu teorem ayni zamanda simetrik bir dizaynin parametreleri arasindaki iliskiyi
VErir.

Teorem 1.3.20. Simetrik (v, k, 1)-dizayn1 i¢in, (v — 1)A = k(k — 1).

Ispat: Teoremin ispati, Teorem 1.3.16 nin ispati ile ayn1 sekilde yapilmaktadr.

Tekrarlanma yapilar1 ve dizaynlar ile ilgili daha fazla bilgi i¢cin (Bose, 1939), (Hall
ve Ryser, 1951), (Beth vd., 1999), (Jungnickel, 1992) ¢aligmalarina bakilabilir.
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1.4. Fark Kiimeleri
1.4.1. Tanim

Bu kisimda sonlu gruplar iizerinde g¢alisilacaktir. Eger G, v mertebeli sonlu bir
grup ise genellikle G, modiilo v toplama islemi altindaki tam sayilar grubu Z, =

{1,2,...,v — 1} olarak tanimlanacaktur.

Tamm 1.4.1. (Fark Kiimesi) v mertebeli bir G grubunun k elemanl bir alt kiimesi D
olsun. d;,d; € D olmak iizere d; * d]-‘1 seklindeki elemanlarin olusturdugu ¢oklu kiime
4, G nin birim elemanindan farkli elemanlarinin her birini tam A kez igeriyorsa, bu D

alt kiimesine, G grubu igindeki bir (v, k, A1) parametreli fark kiimesi denir.
Fark kiimesi olustururken kullanilan gruplar genellikle toplamsal gruplar
oldugundan tanim su sekilde verilebilir: G sonlu bir grupve |G| = v olsun. @ # D € G

ve eleman sayisi |D| = k olmak tizere, D = {d4,d,,...,d;} olan modiilo v deki kalan

siniflarinin - k  tane elemanindan olugsun. d;,d; €D, d; #d; ve a€G, a#

1;(mod v) olmak lizere;
d; —d;j = a(mod v)
kongriiansi tam olarak A tane (d;, d;) ¢oziim ¢iftini igerir. Burada goklu kiime A:
A={d;—d;| d;d;€D, d;+d}.

Bu yapidaki (v, k, 1) parametre sistemi, D € G fark kiimesini verecektir. G grubu

carpimsal bir grup ise fark kiimesi kongriiansi:
d;d;' = a(mod v)

tam olarak A tane (d;, d;) ¢ozlim ¢iftini i¢erir. Burada ¢oklu kiime A:
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A={d;d;!| d;d; €D, d;#d;}.

Ornek 1.4.2. (Z,5,+) grubunda D = {0,1,3,9} kiimesi (13,4,1) parametreli fark
kiimesidir. D nin G de bir fark kiimesi olup olmadigmni kontrol etmek i¢in ¢alismay1 bir
tabloda diizenlemek uygun olur. D kiimesindeki elemanlarin farklarindan olusan ¢oklu

kiime tablosu A, Tablo 1 de verilmistir.

Tablo 1. (Z3, +) grubundaki D = {0,1,3,9} fark kiimesi i¢in ¢oklu kiime tablosu.

- 0 1 3 9

0 0-0=0(mod13) 0-1=12(mod13) 0-3=10(mod13) 0-9=4 (mod 13)
1 1-0=1(mod13) 1-1=0 (mod 13) 1-3=11 (mod 13) 1-9=5 (mod 13)
3 3-0=3(mod13) 3—1=2(mod 13) 3—3=0 (mod 13) 3—-9=7 (mod 13)
9 9-0=9(mod13) 9-1=8 (mod 13) 9—-3=6 (mod 13) 9—-9=0 (mod 13)

Tablo 1 deki goklu kiimeyi olusturan farklar modiilo 13 te degerlendirilmistir. Z,5 {in
birim elmanm1 {0} hari¢ tim elemanlari, D alt kiimesindeki elemanlarin farklarinin
almmasi ile olusturulan A ¢oklu kiimesinde bir kez temsil edilmis olup D kiimesi

(13,4,1) parametreli fark kiimesidir.

Ornek 1.4.3. G = Z, = {0,1,2,3,4,5,6} olmak iizere (G,+) grubunun yedi elemani
noktalar kiimesi olarak belirlensin. Bloklar kiimesi ise (Z,, +) grubunun fark kiimesi
olan D = {1,2,4} kiimesinin yedi adet 6telemesinden olugsun. Yani, a € G olmak iizere

(a+D)={a+1,a+ 2, a+ 4} kiimesi bloklar kiimesi L olarak ele alinsin.

L = {{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6}, {4,5,0}, {5,6,1},{6,0,2}, {0,1,3}}

G grubu ve bu grubun D fark kiimesinin Gtelemelerinden olusan L bloklar kiimesi
incelendiginde;

i) 7 tane nokta vardir, |G| = 7.

i) 7 tane blok vardir, |L| = 7.

iii) Her bir nokta 3 tane blokta bulunur.

iv) Her blokta 3 tane nokta bulunur.
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v) Herhangi iki blokta 1 tane ortak nokta bulunur.

vi) Herhangi iki nokta 1 blokta birlikte bulunur.

5
-'".\.
Al Y
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1 P "\.\Q.\z
f"'}""\-\‘_ ;KJ{E"T.\“-\-
i 3
-] 4 3

Sekil 3. Fano Diizlemi:P noktalar kiimesi ve L dogrular kiimesi olmak lizere |P| = 7
ve |L| = 7 olan, her noktasinin ve her dogrusunun derecesi 3 olan S = (P, L)
lineer uzay1.

Sekil 3 te bloklarin ¢ogu dogru olarak temsil edilir, {2,4,1} blogu daire ile temsil
edilir. Bloklar dogrular olarak diisiiniiliirse yedi tane dogru vardir, herhangi iki dogru bir
ortak nokta bulundurur, her dogru li¢ noktadan olusur, her nokta ii¢ dogruya aittir,
herhangi iki nokta yalnizca bir dogru iizerinde bulunur. Bu yap1 ayni1 zamanda (7,3,1)
simetrik dizaynini1 olusturur. Bu 6rnek (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynagindan

uyarlanmistir.

Dizaynlarda oldugu gibi, 6nemli parametreler fark kiimeleri ile de iliskilidir. Bu
parametreleri belirtmek i¢in asagidaki harfler kullanilir:
e v=1G|,
o k=D],
e A, G deki birim eleman disindaki elemanlarm D deki elemanlarin farklar1 olarak
tekrarlanma sayist,

e n =k — A ise fark kiimesinin mertebesi olarak bilinir.

Bu parametreler ile birlikte D, (v, k, 1)-fark kiimesidir. Fark kiimesi taniminin bir
sonucu olarak fark kiimesinin parametrelerinin birbiri ile iliskili oldugu goriiliir. Eger D
kiimesi G nin uygun bir alt kiimesi ise 0 < k < v oldugu agiktir. Ayrica 1 <k ve

dolayisiyla mertebenin daima pozitif bir say1 oldugu sdylenebilir.

15



Teorem 1.4.4. D c G olmak tizere, D bir (v, k,1)-fark kiimesi olsun. Bu durumda

parametreler arasinda k(k — 1) = A(v — 1) iliskisi vardir. O zaman, n = k% — Av dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 iki tarafli sayim yapilarak yapilacaktir. Varsayism ki G

toplamsal bir gruptur. Coklu kiime A nin tanimi:

A= {dl - d]l di) d] € D, di * dj}

Burada k(k — 1) tane birim eleman olmayan fark mevcuttur, bu yiizden |A| = k(k —
1). Ayn1 zamanda D bir fark kiimesi oldugu i¢in G nin birim elemandan farkli v — 1
tene eleman1 A ¢oklu kiimesinde A kez bulunmalidir, bu nedenle |A| = A(v — 1). Iki
tarafli igermelere bakilirsa k(k—1) = A(v —1) olur. Ayrica n =k — A1 oldugu
biliniyor. Ayni zamanda fark kiimesinin parametreleri arasindaki bagint1 k(k — 1) =
A(v — 1) oldugundan k? — k = Av — A bulunur ve buradan k? —Av =k — 1 ise n =

k? — Av sonucuna ulasilir.

Dikkat ¢ekmeye deger ancak cok onemli olmayan birkag fark kiimesi vardir.
Tanima geri doniiliirse, D nin G nin uygun bir alt kiimesi oldugundan emin olunmalidir.
Dolayisiyla, asagidakiler biiyiik 6l¢iide goz ardi edilir. Grubunun fark kiimesi olan alt
kiimelerine bakilirsa ilk akla gelenler:

i) D=9,

i) D={01,...,v—1} =G,

i) D={i}, 0<i<v-—-1,

iv) i €{1,2,...,v—2} olmak izere D ={0,1,...,i —1,i+1,..., v —1}.

Bu kiimelerin parametreleri incelenecek olursa:
i) (kA1) =00),
iy (v, k,A) =w,vv),
i) (v, k,4) = (v,1,0),
v) (vk,A)=wv—-1Lv-2).
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1.4.2. Hemen Hemen Fark Kiimesi

(G,+), v mertebeli toplama islemi altinda bir grup ve D, G nin k elemanl bir alt
kiimesi olsun. G deki elemanlarin t kadari D nin elemanlarinin farklar1 tarafindan A
kez temsil edilirken G nin t tane elemani ve birim elemani hari¢ geriye kalan elemanlar1
(v—1-—t tane elemani) A+ 1 kez temsil edilir. Bu durumda D, (v,k,A,t)

parametreli hemen hemen fark kiimesidir.

Fark kiimelerinin parametreleri arasindaki baginti kullanilarak, hemen hemen fark
kiimesi i¢in, k(k—1)=At+A+1D)(wv—-1-t)=A+1D(wv—-1)—t denklemi

yazilir.

Ornek 1.4.5. (Zy3,+) grubu icin D ={1,3,49,10,12} alt kiimesi (13,6,2,6)
parametreli hemen hemen fark kiimesidir. D kiimesinin hemen hemen fark kiimesi
olabilmesi i¢in kiimedeki elemanlarin farklar1 ile olusturulan A ¢oklu kiimesinde birim
eleman {0} hari¢, Z;; kiimesindeki t tane eleman A kez ve v —1 —t tane eleman
A+ 1 kez temsil edilmelidir. Bu durumu inceleyebilmek icin A ¢oklu kiimesini tablo
seklinde yazmak faydali olacaktir. Verilen grup toplama iglemi altinda bir grup oldugu
icin A ¢oklu kiimesi olusturulurken D kiimesindeki elemanlarin farklar1 alinacaktir.
Almman bu fark sonuglari modiilo 13 te degerlendirilerek yazilacaktir. Tablo
olusturulduktan sonra A ve t degerleri ortaya ¢ikar ve verilen kiimenin hemen hemen

fark kiimesi olup olmadig1 sonucuna varilir. Bu ¢oklu kiime Tablo 2 de verilmistir.

Tablo 2 incelendiginde D = {1,3,4,9,10,12} kiimesinin elemanlarinin farklari
tarafindan Z,; {in t = 6 tane elemani olan 1,3,4,9,10,12 sayilar1i A = 2 kez ve 13 —
6 —1 = 6 adet eleman1 olan 2,5,6,7,8,11 sayilar1 A + 1 = 3 kez temsil edilmistir. Bu
nedenden dolayr D = {1,3,4,9,10,12} alt kiimesi (13,6,2,6) parametreli hemen hemen

fark kiimesidir.
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Tablo 2. (Z,3, +) grubundaki D = {1,3,4,9,10,12} hemen hemen fark kiimesi igin
olusturulan ¢oklu kiime tablosu.

s € Z,3/{0} A = 2 Degeri I¢in Farklar A+ 1 =3 Degeri i¢in Farklar
1 & —3), (10-9) i

2 (1-12), 3—1) (12 — 10)
3 4-1), (12-9) i

4 (1-10), (3—12) :

5 (1-9), (4—12) 9 —4)

6 (3—-10), (9—3) (10 — 4)
7 (3-9), (4—10) (10— 3)
8 (4-9), 9-1) (12 — 4)
9 (10— 1), (12—-3) i

10 (1—4), (9-12) :

11 (1-3), (10— 12) (12 - 1)
12 (3—4), (9—10) i

1.4.3. Kismi Fark Kiimesi

G, v mertebeli toplama islemi altinda bir grup ve D, G nin k elemanl bir alt
kiimesi olsun. G nin birim elemani disindaki her bir elemant D nin elemanlarinin
farklarindan olusan ¢oklu kiimede A kez temsil edilirken G nin birim eleman ve D den
farkli elemanlari ¢oklu kiimede u kez temsil edilir. Bu sartlar altinda D-(v, k, 4, 1) kismi

fark kiimesidir.

Eger u = A olursa D bir fark kiimesi, ¢ = A+ 1 olursa D bir hemen hemen fark

kiimesi olur.

Ornek 1.4.6. (Zs,+) grubu i¢in D = {1,4} alt kiimesi (5,2,0,1) parametreli bir kismi
fark kiimesidir. Burada Zs in D kiimesinden ve birim elemandan farkli elemanlari
Zs/(DU{0}) =1{23}, 1—4=2(mod 5 ve 4—1=3(mod 5) olarak D alt
kiimesinin elemanlarinin fark: tarafindan 1 kez temsil edilmistir. Zs in diger elemanlar1

0 kez temsil edildiginden A = 0 ve u =1 olup D-(5,2,0,1) kismi fark kiimesidir.
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1.4.4. Fark Kiimelerinde Oteleme

Bir gruba ait fark kiimesi biliniyorsa diger fark kiimeleri bu kiimenin 6telemeleri
ile elde edilebilir. Bir G grubunda (v, k, A) parametreli fark kiimesi verilmis olsun, bu
orijinal fark kiimesinin elemanlarin1 grubun elemanlar ile 6teleyerek yeni fark kiimeleri

tanimlanabilir.

Tamm 1.4.7. (Oteleme) D = {dy,d,,...,d;} elemanlarndan olusan bir (v, k,1)
parametreli fark kiimesi ve s € Z bir tam say1olsun. D + s ={d; +s,d, +s,...,d} +
s} kiimesi modiilo v de bir fark kiimesidir. Bu fark kiimesine orijinal fark kiimesi D nin

Otelemesi denir.

Bu tanim toplamsal bir grup iizerinden yapilmis olup, eger grup carpimsal bir grup
ise Ds ={d;s,d;s,...,dys} kiimesi modiilo v de bir fark kiimesi ve D nin bir

Otelemesi olacaktir.

Ornek 1.4.8. Ornek 1.4.2den, Z,5 deki D = {0,1,3,9} kiimesinin (13,4,1)-fark kiimesi
oldugu biliniyor. Bu kiime 6telenerek bagka fark kiimeleri elde edilebilir.

i) 3+D={346,12}

i) 5+D ={56,81}

i) 9+ D ={9,10,12,5}

iv) 12+ D ={12,0,2,8}

Teorem 1.4.9. D, G degismeli grubundaki (v, k, 1)-fark kiimesi olsun. Bu durumda;
i) g €G icin gD ve Dg nin her ikisi de (v, k, A)-fark kiimesidir.
i) @, G nin bir otomorfizmasi olsun. O halde, a(D) = {a(d)|d € D}, (v, k,A)-fark

kiimesidir.

Ispat: i) D € G ve G bir grup oldugu icin g € G ve h € D igin h yi g ile carpmak h
yi hg € G ile eslestirecektir. D bir fark kiimesi oldugu i¢in hg € G, D nin elemanlar1
tarafindan ¢arpma islemine gore tam olarak A kez temsil edilmelidir. hd,, hd, € D
olmak iizere hg = (hd;)(hd,)™! olmahdirr. G degismeli bir grup oldugu igin

(hd;)(hdy)™ = d,d;* olur. Yani G nin elemanlar1 Dg deki elemanlar tarafindan tam
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olarak A kez temsil edilmis olur. O halde Dg, (v, k, 1)-fark kiimesidir. gD i¢in de ayni

islemler yapilarak ispatlanir.

i) gh € G ve dy,d, € D olmak tlizere, D bir fark kiimesi oldugundan gh € G
tam olarak A kez gh = d,d;?! seklinde yazilir. @, G nin bir otomorfizmasi oldugu i¢in
a(gh) = a(d,d;') ve a(gh) = a(dy)a(d,)™t . Buradan a(gh) € G ve a(d,),
a(d,) € a(D) oldugundan a(D), (v, k, 1)-fark kiimesidir.

Teorem 1.4.9 ¢arpimsal bir grup tizerinde yazilmis olup, eger grup toplamsal ise 1
maddesinde g + D ve D + g yazilacak ve ii maddesi ayn1 kalacaktir. Ispat1 ise ayni

sekilde sadece islem degisikligi ile yapilacaktir.

1.4.5. Fark Kiimelerinde A¢inim (Development)

G bir grup ve D, G nin (v, k,A) parametreli bir fark kiimesi olmak tizere bu
sistem bir tekrarlanan yap1 olarak diisiiniilebilir. G grubunun elemanlar1 noktalar ve
Vg € G igin D nin D + g 6telemeleri bu yapinin bloklari olarak alinabilir. Bu dizaynin
parametreleri de D fark kiimesinin parametreleri ile ayni olacaktir. Aslinda ayni

parametrelere sahip goriiniimleri farkli fark kiimeleridir.

Tamim 1.4.10. (A¢imim) D < G alt kiimesi G grubunun bir fark kiimesi olmak ftizere,
tekrarlanan bir yapinin noktalarin1 G nin elemanlari, bloklarini ise D nin G kiimesinin
elemanlari ile 6telemeleri olusturuyorsa bu tekrarlanan yapiya D nin ag¢inimi denir ve

devD ile gosterilir.

Teorem 1.4.11. D c G, (v, k, A)-fark kiimesi olsun. O halde devD, simetrik (v,k, 1)

dizaynidir.

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynagima bakilabilir.
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1.4.6. Fark Kiimelerinde Denklik

Tanmim 1.4.12. (Denklik) D; ve D,, G grubundaki iki fark kiimesi olsun. Eger baz1 g €
G ve G nin bir a@ otomorfizmasi i¢in D, = ga(D;) oluyorsa D; ve D, fark kiimeleri

denktir denir. (Eger grup toplamsal bir grup ise bu kosul D, = g + a(D;) olarak yazilir.)

Tanimdaki g ve a nin kendi gruplarmin birim elemanlar1 olabilecegine dikkat
edilmelidir. Aslinda, herhangi bir fark kiimesi acik¢a kendisine denktir. Simdi daha

kullaniglt bir 6rnek sunulacaktir.

Ornek 1.4.13. Kibler (1978)’¢ gore G = (a,bla* = b* = 1,ab = ba) degismeli
grubundaki (16,6,2) parametreli fark kiimesi D; = {1,a,a?,b, b3,a3b?} dir. G nin bir
a otomorfizmast a(a) = b ve a(b) = ab olarak tanimlanabilir. Bu durumda G deki
bir fark kiimesi olan aba(D,) = {ab, ab?, ab3,a?b?,1,a3b?} = D, fark kiimesi ile D,

denktir.
1.4.7. Fark Kiimelerinde Tiimleyen

Tamm 1.4.14. (Tiimleyen) D, ve D,, v mertebeli bir G = {0,1,...,v — 1} grubunun
iki fark kiimesi olsun. D, UD, ={0,1,...,v—1}=G ise D, ve D, birbirlerinin

tiimleyeni olarak adlandirilir.

Eger D, fark kiimesinin parametreleri (v, k,A) ise tiimleyeni olan D, fark
kiimesinin parametreleri kolayca hesaplanabilir. D, fark kiimesinin parametreleri
(v',k',2") olsun. D, fark kiimesi de G grubundan almdigi igin, v' =v ve k' =v —k
olur. Bulunan bu degerler Teorem 1.4.4 te bulunan k(k — 1) = A(v — 1) denkleminde

A" i¢in yazilirsa,

L K- w-Rw-k-1)
M=y = =V 2kt

bulunur. Bu durumda (v',k",A") = (v,v — k,v — 2k + 1) olur.
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D, fark kiimesinin mertebesi olan n ayni zamanda D, fark kiimesinin de
mertebesidir. Yani birbirini timleyen fark kiimelerinin mertebeleri aynidir. D; fark
kiimesinin mertebesi n ve bunun tiimleyeni olan D, fark kiimesinin mertebesi n’ olsun.
Bir fark kiimesinin parametreleri arasindaki bagintidan n = k — 4 oldugu biliniyor. Bu

durumda, n' =k'— A1 =v—k — (v— 2k + ) = k — A oldugundan n’ = n bulunur.

Birbirinin timleyeni olan iki fark kiimesinin eleman sayilar1 k ve k' parametreleri
v/2 degerinden biiylik veya kii¢iikk olmalidir. Eger bu parametrelerden biri v/2 olursa
digeri de v/2 olacaktir ve bu kiimelerin mertebeleri de esit oldugundan bu A
parametrelerinin de esit olmas1 anlamina gelir. Ancak birbirini tiimleyen iki kiimenin A
parametreleri birbirinden farklidir, o halde tiimleyen kiimelerden birinin eleman sayisi

mutlaka v/2 den kiigiik digeri ise v/2 den biiyiik olmalidur.

1.4.8. Fark Kiimelerinin Aileleri

Diger cebirsel yapilarmm ¢ogu gibi, fark kiimeleri de simiflandirilabilir. Fark
kiimelerinin smiflandirilmasi aileler araciligiyla yapilir. Cesitli sonsuz fark kiimesi
ailesinin var oldugu bilinmektedir. Bu kisimda fark kiimelerinin bazi aileleri tanitilacak

olup ornekler ve teoremler verilecektir.

Tanitilacak olan ilk aile p = 3(mod 4) oldugunda Z, deki sifirdan farkli
karelerden yani kuadratik rezidiilerden olusan ailedir. Teorem 1.4.15 bu 6rnegin sonlu
cisim GF(q) tzerinde sifir olmayan karelere genellestirilebilecegini gdstermektedir.
Burada elemanlarin sayisi q, bir asalin kuvvetidir. Teorem 1.4.15 teki fark kiimelerine

genellikle Paley fark kiimeleri denir.
Teorem 1.4.15. q bir asalin kuvveti, ¢ = 3(mod 4) ve G, sonlu cisim GF(gq) nun
toplamsal grubu olmak tizere D, GF(q) daki sifirdan farkli karelerin bir kiimesi olsun.

Bu durumda D, (q,(q — 1)/2,(q — 3)/4) parametreleriyle bir fark kiimesidir.

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynagima bakilabilir.
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Tanitilacak olan ikinci aile bu ¢alismanin kapsami i¢in 6nemli bir aile olan ikiz asal
fark kiimesi ailesidir. Bu fark kiimeleri, astronomik olaylarin goriintiillenmesinde
kullanilan kodlanmis maskelerin olusturulmasi igin kullamilan tiirlerden biridir. ikiz
asallar, aralarindaki fark 2 olan asallardir. En kiiciik ikiz asal {3,5} ciftidir. Z; @D Zs
toplamsal grubu en kii¢iik ikiz asal fark kiimesinin bulundugu gruptur. Teorem 1.4.16, p
ve p+2 nin asal sayr olmasi durumunda G =7Z, @ Z,,, deki fark kiimelerinin

olusturulmasina yonelik genel bir prosediirii agiklar.

Teorem 1.4.16. p ve p + 2 asal say1 olmak iizere G = Z, @ Z,,, olsun. D kiimesi,
(a,b) € G ikililerinden olugan G nin bir alt kiimesi olmak iizere;

i) D, ={(a,b)|a€Z,b=0}

i) D, ={(a,b)|la ve b alindiklar1 cisimde sifirdan farkli kare olan sayilar}
iii) D3 ={(a,b)|a ve b alindiklar1 cisimde kare olmayan sayilar}

Bu sartlar ile olusturulan D = D; U D, U D5 bir fark kiimesidir ve |D| = |D4| + |D,| +
|Ds.

Ispat: Teoremin ispat1 icin (Moore ve Pollatsek, 2013) kaynagma bakilabilir.

Ikiz asal gruplar1 ile olusturulan fark kiimelerinin (v,k,A) parametreleri
olusturulma sekillerinden faydalanilarak bulunabilir. Soyle ki, p ve p + 2 asal say1
olmak tizere G = Z, @ Z,,, olsun. Bu grubun eleman sayis1 |G| =v =p(p + 2) =
p? + 2p olacaktir. Fark kiimesi D nin eleman sayisi olan k degerini bulmak igin
Teorem 1.4.16 da olusturulan D,, D,, D; kiimelerinin eleman sayilarini bularak toplamak
gerekir ¢iinkii fark kiimesi D, bu ii¢ kiimenin bilesiminden olusmaktadir ve bu kiimeler
ayrik oldugundan dogrudan eleman sayilari1 toplamlar: fark kiimesinin eleman sayisini
verecektir. Ik olusturulan kiime olan D; kiimesi a € Z, ve b =0 olmak tizere (a,b)
ikililerinden olugmaktadir. Bu kiimedeki (a,b) ikililerinin sayist |D{| = (p)(1) =p
tanedir. D, kiimesi Z, ve Z,,, deki kare olan sayilar tarafindan olusturulan (a, b)
ikililerinden olugmaktadir. Z, ve Z,,, de kare olan sayilar p ve p + 2 asal say1
oldugu i¢in bu kiimelerdeki kuadratik rezidiiler anlamma gelir. Teorem 1.3.7 den Z,, deki
kuadratik rezidi sayist (p —1)/2 ve Z,,, deki kuadratik rezidi sayis1 (p + 2 —
1)/2 = (p + 1)/2 tanedir. O halde bu iki kiimeden alinan kuadratik rezidiilerin (a, b)
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ikililerinden olusturulan D, kiimesinin eleman saysist:

3 p—l)(p+1)_p2—1
'DZl_( 2 2 )7 4

olacaktir. Ayn1 sekilde D3 kiimesi olusturulurken Z, ve Z,,, de kare olmayan sayilar

p ve p + 2 asal say1 oldugu i¢in bu kiimelerdeki kuadratik rezidii olmayan elemanlar
anlamma gelir. Teorem 1.3.7 den bir kiimedeki kuadratik rezidii sayis1 ile kuadratik
rezidii olmayan eleman sayisinin birbirine esit oldugu biliniyor. O halde bu kiimelerdeki
kuadratik olmayan rezidiilerin (a, b) ikililerinden olusturulan D3 kiimesinin eleman

Saysi1si:

B p—l)(p+1)_p2—1
|D3|_( 2 2 )7 4

bulunacaktir. Bu durumda fark kiimesi D nin eleman sayist:

2 2 2
pc—1 pc—1 p°+2p—1
k=|Dl|+|Dz|+|Dg|=p+< 7 >+< 7 >= .

olur. Elde olan v ve k degeri ile fark kiimelerinin parametreleri arasindaki baginti olan

k(k —1) = A(v — 1) denklemi kullanilarak A degeri hesaplanabilir:

p*+2p—1\(p*+2p-1 1
_k(k-1) 2 2 ~ ) p*+2p-3

 (w=-1) (p2+2p—1) 4

Sonug olarak, ikiz asal gruplar1 kullanilarak olusturulan fark kiimesinin parametreleri,

(v, k, 1) = <p2 + 2p,

p?+2p—1 p?+2p-3
2 ’ 4

bulunur.
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Ornek 1.4.17. G = Z; @ Zs olmak iizere G grubu kullanilarak ikiz asal fark kiimesi
insa edilebilir. Burada ikiz asal fark kiimesi teoremini kullanmak i¢in 6ncelikle Z; ve Zg
in kuadratik ve kuadratik olmayan rezidiileri bulunmalidir.

Zs = {0,1,2} iin kuadratik rezidiisii {1} kuadratik olmayan rezidiisii {2}.

Zs = {0,1,2,3,4} in kuadratik rezidiileri {1,4} kuadratik olmayan rezidiileri {2,3}.
Teorem 1.4.16 kullanilarak;

) D; ={(0,0),(1,0),(2,0)}

i D, ={(1,1),(1,4)}

i) D; =1{(2,2),(2,3)}

kiimeleri olusturulur. O zaman G grubundaki ikiz asal fark kiimesi:

D = D, UD, U D; = {(0,0),(1,0),(2,0),(1,1), (1,4), (2,2), (2,3)}.

Bu ikiz asal fark kiimesinin parametreleri ise (15,7, 3) olarak bulunur.

Ornek 1.4.18. G = Zs @ 7, olmak iizere G grubu kullanilarak ikiz asal fark kiimesi
insa edilebilir. Burada ikiz asal fark kiimesi teoremini kullanmak i¢in 6ncelikle Zs ve Z,
nin kuadratik ve kuadratik olmayan rezidiileri bulunmalidir.

Zs = {0,1,2,3,4} in kuadratik rezidiileri {1,4} kuadratik olmayan rezidiileri {2,3}.

Z, ={0,1,2,3,4,5,6} nin kuadratik rezidiileri {1,2,4} kuadratik olmayan rezidiileri
{3,5,6}.

Teorem 1.4.16 kullanilarak,

i) Dy ={(0,0),(1,0),(2,0),(3,0),(4,0)}

i) D, ={(1,1),(1,2),(14), (41),(42), (4.4)}

i) D3 = {(2,3),(2,5),(2,6),(3,3),(3,5),(3,6)}

kiimeleri olusturulur. O zaman G grubundaki ikiz asal fark kiimesi D = D; U D, U D,

oldugundan,

D = {(0,0),(1,0),(2,0), (3,0), (4,0), (1,1), (1,2), (1,4), (4,1), (4,2), (4:4),(2,3), (2,5),
(2,6),(3,3),(3,5),(3,6)}.

Bu ikiz asal fark kiimesinin parametreleri ise (35,17,8) olarak bulunur.
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Baz1 Z,, gruplarindaki elemanlarin dordiincii kuvvetleri kullanilarak iki farkl: fark

kiimesi ailesi, Teorem 1.4.19 ve Teorem 1.4.20 kullanilarak olusturulabilir.

Teorem 1.4.19. p = 4x%? + 1 formunda bir asal say1 olmak iizere, x tek tamsay1 ve
G = Z, olsun. O zaman G deki elemanlarin sifir harig tiim dordiincii kuvvetleri kiimesi

olan D bir fark kiimesidir.
Ispat: Teoremin ispat1 igin (Lehmer, 1953) kaynagina bakilabilir.

Teorem 1.4.20. p = 4x? + 9 formunda bir asal say1 olmak iizere, x tek tam say1 ve
G = Z, olsun. O zaman G deki elemanlarin sifir dahil tiim dordiincii kuvvetleri kiimesi

olan D bir fark kiimesidir.
Ispat: Teoremin ispati i¢in (Lehmer, 1953) kaynagma bakilabilir.

Bu calisma i¢in 6nemli olan bir diger aile Hadamard fark kiimeleri ailesidir.

Sonrasinda birka¢ aileden kisaca bahsedilecektir.

Hadamard fark kiimesi ailesi, t € Z* olmak lizere mertebesi v = 4t — 1 olan
devirli degismeli gruplar iizerinde tanimlanmistir. t € {0,1,...,v — 1} olmak iizere

(v, k, 1) = (4t — 1,2t — 1,t — 1) parametrelerine sahip fark kiimeleridir.

Singer fark kiimesi ailesi, Singer (1938)’mn makalesinde kesfettigi devirli fark
kiimeleri ailesi olarak bilinir. Devirli gruplar izerinde tanimlidir. Singer fark kiimelerinin

parametreleri:

v:qm+1_1 k:qm_l qm—l_l
q—1 "'

seklindedir. Bu parametrelerde q herhangi bir asal say1 ve m > 1 dir.
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McFarland fark kiimesi ailesi, McFarland (1973)’in makalesinde, devirli ve
degismeli olmayan gruplar {izerinde tanimlanmistir. Bu makalede McFarland asagida

sunulan parametrelerle fark kiimeleri olusturmustur:

s+1_1 s+1_1 s -1
R B

q bir asal say1 olmak tizere F = GF(q) cismi iizerinde s + 1 boyutlu V vektor uzayi

ile bir fark kiimesi yaratilir, burada s pozitif tamsayidir. (McFarland, 1973)

1.5. Varhk Problemi ve Bruck-Ryser-Chowla Teoremi

Bruck-Ryser-Chowla (BRC) Teoremi, fark kiimelerinin belirli parametreler ile var
olamayacagii kanitlamanin en 6nemli araglarindan biridir. BRC Teoremi (v,k, 4)
parametreli simetrik dizaynin varhigi i¢in (v, k, A) parametreleri ve buna baglh olarak
belirlenen mertebe olan n degeri tizerinde gerekli olan kosullar1 verir. Teorem 1.4.11 den
bilindigi {izere bir fark kiimesinin a¢imimi fark kiimesi ile ayni parametrelere sahip
simetrik bir dizayndir, dolayisiyla bu teorem v mertebeli bir G grubundan alinan fark
kiimesinin (v, k,A) parametrelerine kisitlamalar getirir. Fark kiimelerinin varlk
problemi i¢in BRC Teoremi kullanilirken lineer cebir ve sayilar teorisinden faydalanilir.
Bir fark kiimesinin varligi i¢in 6nce parametrelerin k(k — 1) = A(v — 1) denklemini

saglamas1 gerekir, sonrasinda varlik i¢in BRC Teoremi kullanilir.

Teorem 1.5.1. (Bruck-Ryser-Chowla Teoremi) Varsayilsin ki v mertebeli bir G
grubunda (v, k, 1)-simetrik dizayni vardir. O zaman:
i) Eger v ¢ift tamsay1 ise n = k — A bir tamkaredir.
i) Eger v tek tamsay1 ise x2 = ny? + (—1)"~1/2)z2 diophant denkleminin x,y,z

tamsayilarinda sifirdan farkl bir ¢oziimii vardir.

Ispat: Teoremin ispati i¢in (Ryser, 1982) kaynagima bakilabilir.
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Ornek 1.5.2. (22,7,2) parametreleri incelenecek olursa; k(k — 1) = A(v — 1) sartim
bu parametreler saglar. BRC Teoremi’ne gore v = 22 ¢ift say1 oldugundan simetrik
dizaynin varligt i¢in n =k —A bir tamkare olmahdir, ancak n=7—2 =15 bir
tamkare olmadigi i¢in (22,7,2) parametreleri ile bir simetrik dizayn yoktur ve bu

nedenle bu parametrelere sahip bir fark kiimesi yoktur.

Ornek 1.5.3. (49,16,5) parametreleri incelenecek olursa; fark kiimesinin varlig1 veya
bu parametrelere sahip simetrik bir dizayn igin, 49 tek say1 oldugundan, x? = 11y? +
5z2 denkleminin sifirdan farkli bir tamsay1 ¢dziimiine sahip olmasi gerekir. Bdyle bir
¢oziim (x,y,z) = (4,1,1) tarafindan saglanir bu nedenle BRC Teoremi bu parametrelere

sahip bir fark kiimesi bulunmasi olasiligini ekarte edemez.

Ornek 1.5.3 te bulunan diophant denklemi icin sifir olmayan bir ¢oziimiin
bulunmasi nispeten kolaydir. Ancak bir diophant denkleminin sifir olmayan bir
¢cozlimiiniin olmadigmi gostermek daha zordur. Coziimlerin varliginin tespiti i¢in
Legendre Teoremi tanimlanacaktir. Teoremde bulunan s R t sembolii, s nin modiilo

|t] de bir kare oldugu anlamina gelir.

Teorem 1.5.4. (Legendre Teoremi, 1785) a ve b sifirdan farkli, en az biri tamkare
olmayan tamsay1 ve d = ebob(a, b) olsun. Bu durumda asagidaki kosullar saglaniyorsa
x? = ay? + bz? denkleminin sifirdan farkl bir ¢6ziimii vardir.

i) aRb,

i) bR a,

i) —(ab/d?*) R d.

Ispat: Teoremin ispat1 igin (Ireland ve Rosen, 1982) kaynagina bakilabilir.

Ornek 1.5.5. (43,15,5) parametreleri incelenecek olursa; bu parametreler ile bir fark

kiimesinin var olabilmesi icin BRC Teoremi’ne gére v = 43 tek say1 oldugu igin x? =

10y? — 5z2 diophant denkleminin sifirdan farkli bir ¢6ziimii bulunmahdir. Legendre

Teoremi kullanilarak ¢6zlimiin varligi kontrol edilebilir. Bu denklemde a = 10, b = =5

ve d =obeb(10,-5) = 5. Burada —(ab/d?) = 2 sayis1 modiilo 5 i¢in bir kare degildir.

Bu nedenle x? = 10y? — 5z2 denklemi i¢in sifirdan farkli bir ¢dziim yoktur. (43,15,5)
28



parametreleri ile simetrik bir dizaynin olmadig1 ve bu nedenle bu parametrelerle herhangi

bir fark kiimesi olmadig1 sonucuna varilir.

Ornek 1.5.6. n = 10 mertebeli projektif bir diizlem varsa, (n> +n+ 1,n+1,1) =
(111,11,1) parametreleri ile simetrik bir dizayn var olmaldir. Lam tarafindan 1989°da
10 mertebeli bir projektif diizlemin mevcut olmadigi kanitlanmistir (Lam vd., 1989;
Lam, 1991). Bununla birlikte, (111,11,1) parametreleri BRC testini geger. Soyle ki
v =111 tek ve x? = 10y% — z? diophant denklemi (x,v,z) = (1,1, 3) noktalarinda
bir ¢dziime sahiptir. Bu ylizden, BRC teoremi, 10 mertebeli bir projektif diizlemin
varligmi diglamaz. Ancak, 10 mertebeli projektif bir diizlem olmadigi i¢in, bu 6rnek BRC
testini gegmenin simetrik bir dizaynin varlimi garanti etmek icin yeterli olmadigim

gostertir.

Konu ile ilgili daha fazla bilgi i¢in (Bruck ve Ryser, 1949), (Chowla ve Ryser
1950), (Ryser, 1982) kaynaklarina bakilabilir.

1.6. Fark Kiimelerinin Uygulamalari

Fark kiimeleri, sayilar teorisi, kombinatorik, grup teorisi ve dizayn teorisinin
kesigim noktasi oldugundan, fark kiimelerinin bir¢ok alanda uygulamasi bulunur. En sik
olarak, optik hizalama, iletisimde sinyal giiriiltiisiiniin varligi durumunda sinyallerin
dogru yorumlanmasi, astronomik olaylarin goriintiilenmesi, hata diizeltme kodlarmmn
olusturulmasi, kuantum bilisiminde siire¢lerin kolaylastirilmasi ile verilerin kodlanmasi
ve desifre edilmesi gibi uygulama alanlarinda kullanilmaktadir. Bahsedilen uygulama
alanlarindan optik hizalamada, iletisimde sinyal giiriiltlisii varliginda sinyallerin dogru
yorumlanmasinda ve astronomik olaylarin goriintiilenmesinde iyi otokorelasyon
ozelliklerine sahip devirli fark kiimeleri ve ikili diziler arasindaki iliskiden yararlanilir.
Fark kiimeleri araciligiyla iyi otokorelasyon Ozelliklerine sahip ikili diziler

olusturulabilir. Diger uygulamalarda kullanilan fark kiimelerinin rolleri oldukca farklidir.
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1.6.1. ikili Diziler ve Korelasyon

v periyotlu bir ikili dizi a = (ay,ay,...,a,-1) , bir v coklusudur. a;
degiskenlerinin tamami {—1, +1} kiimesinden ya da {0,1} kiimesinden segilir. Periyot
kelimesinin kullanilmasi, a sonlu dizisinin tekrarlayarak sonsuz bir periyodik diziye

genislemesi nedeniyledir.

Incelenecek olan ilk uygulama olan “sinyal giiriiltiisiiniin varligi durumunda
sinyallerin dogru yorumlanmasi” igin her sinyalin, +1 girisli v periyotlu ikili dizi
oldugu bir sinyal kaynagi ele alinsin. Bu sinyallerin, giiriiltiili (parazitli) bir kanal
iizerinden iletildigi varsayilsm. Gonderilen sinyal verileri bir sinyal giiriiltii oranma sahip
olacaktir, yani veri iletilirken problem ¢ikacaktir. Sinyal alindiginda, alici dogru sinyalin
alindigindan emin olmak zorundadwr. Alic1 gelen sinyalleri, sinyalin ideal modeli ile
karsilastirarak bunu yapabilir. Bagka bir deyisle alict alinan sinyallerin her biri ile ideal
sinyal modeli arasindaki korelasyonu hesaplayarak ve bu korelasyonlar arasindan en

yiiksek degere sahip olanini segerek bunu yapabilir.

Tamim 1.6.1. (Korelasyon) a;,b; € {0,1} veya a;, b; € {—1,+1} olmak lizere a =
(ag,a4,...,ay_1) Ve b = (by, by,...,b,_1), v periyotlu iki tane ikili dizi olsun. Bu

durumda C(a,b) korelasyonu, su sekilde tanimlanir:

v—1

1
Cab) =2 ab;

j=0

Temel olarak aj,b; € {—1,+1} kullanillrsa C(a,b) = (A—D)/(A + D)
olacaktir. Burada A, a ve b nin ayn1 yonde oldugu pozisyonlari, D ise zit yonde oldugu
pozisyonlar1 temsil eder. Bu durum RY vektdr uzayinda standart korelasyon ile iyi bir
sekilde iliskilidir:

e Timaveb lerigin, —1 < C(a,b) < 1.

e Egera=bise, C(a,b) =1.

e Eger ave b her pozisyonda zit yonlii ise, C(a,b) = —1.

e Eger v ¢ift ve a ile b pozisyonlar tam yarisinda ayni yonlii ise C(a,b) = 0.
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Ornek 1.6.2. a= (1,1,-1,1,-1) ve b= (—-1,1,-1,1,1) olmak iizere a ile b arasindaki

korelasyon;

Clab _A-D 3-2 1
C )_A+D_3+2_5

bulunur.

Ozelbir D € Z,, = {0,1,...,v — 1} fark kiimesi ile bira = (aq, a4, ..., a,_;) iKili
dizisi tammlanabilir. a; € {—1,+1} kullanilarak bu ikili dizi tanimlanirken j € D ise

aj=1ve j&D ise aj = —1 degerini alir.

Simdi kaynak sinyali a = (ag, a4,...,a,_1) Ve kopya sinyali (yani a nin devirli
otelemeleri) t € {1,2,...,v—1} icin a; = (a, Ats1,---»Ar4p—1) tanimlanabilir.

Buradaki {t,t +1,...,t + v — 1} degerleri modiilo v de yorumlanur.

D nin birbirinden farkli v tane 6telemesi devD nin bloklaridir, bu nedenle a;

devirli 6telemelerinin de birbirinden farkli oldugu sonucu ortaya ¢ikar.

Ornek 1.6.3. (Z,3, +) grubundaki (13,4,1) parametreli D = {0,1,3,9} fark kiimesi ikili
bir dizi olarak ifade edilebilir. Bu fark kiimesi a ikili dizisi ile asagidaki sekilde

tanimlanir:

a = (ao, a4, ay, a3, a4, as, Ag, A7, Ag, Ag, A1, (11, A12)

=(1,1,-11,-1,-1,-1,-1,-1,1,-1,—-1,-1).
Fark kiimelerinin ikili diziler kullanilarak ifade edilmesinin altinda bir neden vardir.

Bu nedeni agiklamak igin, bir ikili dizi ve onun 6telemeleri arasindaki korelasyon igin bir

sonraki tanimlama yapilacaktir.
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Tamm 1.6.4. (Periyodik Otokorelasyon Fonksiyonu) a = (ay, a4,...,a,-1) v periyotlu
bir ikili dizi olsun. a nin periyodik otokorelasyon fonksiyonu C,(t), t € {0,1,2,...,v —

1} olmak iizere su sekilde tanimlanar:

v—1

1
Ca(t) = ;z a;jajt

j=0
t # 0 i¢in C,(t) nin bu degerleri tepe noktas: disindaki korelasyonlar olarak tanimlanir.

Ornek 1.6.5. G = Z,3 grubundaki (13,4,1) parametreli D = {0,1,3,9} fark kiimesinin
ikili dizisi kullanilarak t = 2 Otelemesine denk gelen dizi arasindaki periyodik
otokorelasyon hesaplanabilir. D = {0,1,3,9} fark kiimesine karsilik gelen ikili dizi
a=a,=(11,-11,-1,-1,-1,-1,-1,1,—1,—1,—1) olur ve bu dizinin ¢ =2
Otelemesine denk gelen dizi a, =(-1,1,-1,-1,-1,-1,-1,1,-1,-1,-1,1,1)

olacaktir. Bu a dizisinin t = 2 6telemesi i¢in periyodik otokorelasyonu:

v-1
1 1

Ca(t)zgz ajajH=E[—1+1+1—1+1+1+1—1+1—1+1—1—1]
j=0

13

Periyodik otokorelasyon, bir fark kiimesinin ikili dizisi ile fark kiimesinin

Otelemeleri tarafindan olusturulan ikili dizileri kiyaslamak i¢in kullanigh bir yontem verir.

v—1

1 1
C,(0) = ;Z a;a; = —v =

j=0

bunlardan biridir. Burada orijinal fark kiimesinin ikili dizisinin ¢t = 0 Gtelemesi (kendisi)
ile otokorelasyonu 1 dir, yani tam uyumluluk s6z konusudur. Fark kiimelerinin kullanim1
konusuna giris yapilirken bahsedilen iletisim 6rnegine tekrar doniilecek olursa, orijinal
sinyal verisi orijinal fark kiimesinin ikili dizisidir, kopya sinyaller ise fark kiimesi ikili
dizisinin 6telemeleridir. C,(0) = 1 oldugundan, sinyalin kendisi ile olan otokorelasyonu
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1 olacaktir. Bu orijinal kaynag1 ve kopyalarini ayirt etmeye olanak saglar.

Otelenmis ikili diziler 6zellikle, tepe noktas: disindaki korelasyonlarm mutlak
biiyiikliiklerinin hepsi kiigiik ya da sifira yakin oldugunda, sinyal kaynaklar1 olarak daha
faydalidir.

Teorem 1.6.6. v<2 ve 0 <k <v olmak lizere v ve k tam sayilar1 secilsin. a;
girigleri {—1,+1} kiimesinden olmak iizere a, v periyotlu bir ikili dizi ve bu dizide tam
olarak k tane giris +1 degerine esit olsun. Varsayalimki 0 < t < v i¢in C,(0) = b ve
Ca(t) = ¢ olacak sekilde iki sayr b ve c¢ olsun. D = {j € Z,| a; = +1} olsun. O
zaman D bir (v, k, A1) parametreli fark kiimesidir, b =1 ve n=k — 1 i¢in ¢ = (v —

4n)/v dir. Dahasi her devirli fark kiimesi bu sekilde ortaya ¢ikar.

Ispat: Teoremin ispat1 i¢in (Jungnickel ve Pott, 1999) kaynagina bakilabilir.

Teorem 1.6.6 ayrica a; girisleri {0,1} kiimesinden olan diziler i¢in de gegerlidir,

ancak bu durumda b ve ¢ degerleri farkli olacaktir.

Devirli fark kiimelerinden elde edilen ikili diziler bir¢cok giizel 6zellige sahiptir.
p = 3(mod 4) i¢in Z, de sifir olmayan karelerden gelen dizilerin +1 degerine esit
(v —1)/2 tane girisi ve —1 degerine esit (v + 1)/2 tane girisi vardir. Neredeyse esit
olan +1 ve —1 lerin dengesi, ikili dizileri rastgele dizilere benzer kilar. “Sozde rastgele
(pseudo-random)” dizisi i¢in baska bir 6zellik istenir, bir alt dizinin bilinmesi tam dizi
hakkinda ¢ok az bilgi verir. Ozellikle, v = 2™ — 1 ise, m uzunlugundaki 2™ — 1 tane

ardigik alt dizilerinin hepsinin farkli olmasi istenir.

Ornek 1.6.7. {1,2,4} c Z, fark kiimesi gdz Oniine alnsn. Bu fark kiimesi
(-1,+1,+1,-1,+1,—1,—1) dizisini verir. v =7 = 23 — 1 ve bu dizinin uzunlugu 3
olan 7 alt dizisi sunlardir: (—1,+1,+1), (+1,+1,-1), (+1,-1,+1), (—-1,+1,-1),
(+1,-1,-1), (-1,-1,-1), (—1,—1,+1). Bu igliilerin hepsi farklidur.
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Ikili diziler ve korelasyon baslig1 altinda verilen bilgiler agirlikli olarak (Golomb,
1999) kaynagina dayanmaktadir. (Golomb, 1999) kaynaginda konu ile ilgili kapsamli
bilgiler mevcuttur. Ayrica konu ile ilgili olan (MacWilliams ve Sloane, 1976) makalesine
bakilabilir.

1.6.2. Kodlanms Maske Ile Goriintiileme

Tamim 1.6.8. (Kodlanmis Maske) Kodlanmis maskeler veya kodlu agiklik maskeleri
cesitli 151k dalga boylarina opak olan 1zgaralar veya aglardir. Bu dalga boylar1 genellikle
X 1s1nlar1 ve gama 1sinlar1 gibi ytliksek enerjili radyasyonlardir. Kodlanmis bir maske ile
151k bilinen bir diizende bloke edilerek, kodlanmis bir gdlge bir dedektor diizlemi {izerine

dokiiliir.

Gokbilimciler yiiksek enerjili radyasyonlar1 incelerken, radyasyonun diinya
atmosferi tarafindan engellenmesini Onlemek i¢in uydulara monte edilen aletler ile
inceleme yaparlar. Gezegenin yiizeyindeki teleskoplarin aksine, bilim insanlar1 yiiksek
enerjili olaylar1 izlemek ve goriintiilerini (uzak galaksilerden gelen gama 1311 patlamalar1
gibi) iletmek i¢in siradan mercek kullanimina giivenemezler. Bunun yerine rontgen
cekimindeki gibi, hastanin bir radyasyon kaynagi ve radyasyona duyarli bir dedektor
arasina konumlandirildigi X 1smlar ile tibbi goriintiilemenin elde edilmesine benzer bir
yol kullanirlar. Bu yontemde viicudun X 1sinlarini emen kismi dedektore golge diistirtir
ve radyologlar bu golge goriintiisiinii insan viicudu ile ilgili ¢ikarimlar yapmak ic¢in

yorumlarlar.

Astronomik arastirmalardaki goriintiilleme i¢cin bu durum kaynak ile dedektor
arasmna radyasyonu emen bir maske koymaktir. Sonrasinda bilgisayar kaynagin
gorlintiisiinii yeniden olusturmak i¢in, maske araciligiyla dedektore gelen verileri

kullanir.

En basit maske igne deligi kamera gibi tek bir delige sahiptir. Bu maskenin
kullaniminda nesnenin ters c¢evrilmis bir goriintiisii elde edilir. Delik ne kadar kiigiik
olursa goriintli o kadar net olur. Bununla birlikte delik ¢ok kiiciik olursa sadece birkag

tane yiiksek enerjili 151n gegecektir. Daha da kotiisii uzak bir kaynaktan gelen ve delikten
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gecen 1ginlarin sayisi, kozmik 1gmlarm tirettigi arka plandaki giiriiltiiye (parazite) nazaran
cok kiiclik olacaktir. Bilim ve miihendislik dilinde “sinyal giiriiltii oran1” ¢ok diistiktiir.
Cok fazla arka plan giiriiltiisii oldugunda aranan goriintii belirlenemez. Bu nedenle bilim

insanlar1 tek delikli bir maske kullanmazlar.

Agik bir ¢oziim ¢ok delikli bir maske kullanmaktir, fakat bu durumda da her delik
kendi goriintiisiinii olusturacag1 i¢in dedektér {izerinde c¢akisan coklu goriintiiler
olusacaktir. Eger maskedeki delikler dogru konumlandirilirsa (kodlanirsa), boylece
kaynagin tek bir net goriintiisii dedektdrdeki ¢oklu goriintiiler arasindan segilebilir. Sekil
4 te yiiksek enerjili radyasyonlarin sinyal kaynagi i¢cin kodlanmis maske cihazinin

kullaniminin nasil oldugu sematik olarak gosterilmektedir.

‘_A__,,.._-f”'"

fi\ 5. |a% | J}‘v 3 i /3\

|

[a) (b) (o) (d) )

Sekil 4. Kodlanmis maske kullanarak goriintiileme i¢in sema. (a) goriintii kaynagi, (b)
filtre (buradaki noktalar delikler), (c) filtreden gelen goriintii, (d) goriintiiyii
yeniden olusturmak i¢in kullanilan yazilim, (€) yeniden olusturulmus goériintii
(Moore ve Pollatsek, 2013).

Kullanilacak olan maskenin iyi kodlanmis olmasi i¢in, maske tarafindan dokiilen
gblgenin degistirilmis herhangi bir versiyonu ile aralarinda zayif bir esleme olmalidir.
Yani kodlanmig maske, dtelenmis kendi versiyonlar: ile diisiik korelasyonlu bir delik
diizenine sahip olmalidir. Bu durum fark kiimelerinden tanidik gelebilir. O halde devirli
fark kiimeleri kullanilarak kodlanmis maske olusturulmasi1 miimkiin olabilir. Ancak bir
dogrudaki delikler dizisinden dikdortgen bigimli delikler dizisi olusturulmali ve gerekli

olan otokorelasyon 6zellikleri korunmalidir.

Bu sekilde bir kodlanmig bir maske olusturmak igin fark kiimesi kullanmanin bir

yontemi Z, @ Zp,, deki ikiz asal fark kiimesini kullanmaktir. Teorem 1.4.16 y1
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kullanarak bir fark kiimesi olusturulabilir ve bu fark kiimesinin ikili dizisi olusturulurken
dizinin girigleri olan a; elemanlar1 {—1,+1} kiimesinden segilir. Ornek 1.4.17 de
bulunan fark kiimesi i¢in bir kodlanmis maske olusturulabilir. Sekil 5 bu tiir bir maskeyi

gostermektedir.

(0.0)] (0.1)| (0.2) | (0.3) [ (0.4)

(LO) | (L) PCE2) | (13) | (1.4)

(2.0) & (2.2) | (2.3) (29

Sekil 5. Z; @ Zs ikiz asal grubundaki (15,7,3) parametreli fark kiimesi igin
olusturulan bir sablon maske. Beyaz bdlge +1 degerini, gri bolge —1
degerini belirtir.

Sekil 5 te Z; @ Zs in elemanlar1 dikdortgen bir dizinde diizenlenmistir. Satirlar
Z3 iin elemanlar1 tarafindan, siitunlar ise Zs in elemanlar1 tarafindan dizin olusturur.
Sekil 5 te fark kiimesinde bulunmayan elemanlar golgelidir. Diziyi bir hiicre tarafindan
yatay olarak oOtelemek her elemana (1,0) eklemek, ayni sekilde dikey olarak
kaydirmanin her elemana (0,1) eklemek oldugu goriilebilir. Boylece istenen

otokorelasyon 6zelligi korunabilir.

Gergekei bir sekilde iyi bir kodlama maskesi olusturmak i¢in ikiz asallarin daha
biiyiik bir kiimesi gereklidir. Bir maske, yeterli 151k sizmasi i¢in genellikle tam bir filtre
formu ile ¢ok kii¢iik olusturulur. Daha sonra bu orijinal maske kopyalanarak ¢ogaltilir ve
orijinal 1 x 1 maske sablon olarak kullanilarak bir n X n ag1 olusturmak i¢in yan yana
ve alt alta yerlestirilir. Sekil 6 da Z;; @ Z,5 ikiz asal grubundaki (143,71,35)
parametreli fark kiimesi kullanilarak olusturulmus olan 1 X 1 maske sablonu goriilebilir.
Sekil 7 de ise bu tek maske sablonu kullanilarak bir kodlanmis maske olusturan 4 X 4

maskesi goriilebilir.
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Sekil 7. Sekil 6 daki 1 X 1 tek sablon maske ¢ogaltilarak olusturulan bir kodlanmis
maske.
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Astrofizik¢i Zand (1996), dogru kodlama maskesini ararken iki temel 6zellik
belirtir. Bu 6zellikler:
1) Maske sablonunun otokorelasyon fonksiyonu bir delta fonksiyonu olmalidir,

i) Kodlanmis bir gokyiizii kaynagnin sinyal-giiriiltii oran1 optimum olmalidir.

Bir fark kiimesinin otokorelasyon 0zelligi kullanilarak sinyal-giiriiltii oran1 en

uygun hale gelir.

Baumert (1971), D fark kiimesini ikili bir dizi a= (agy, ay,...,a,_,) ile ifade
etmek i¢in a; € {0,1} olarak se¢mis ve bu sekilde olusan ikili diziyi, D fark kiimesinin
karakteristik fonksiyonu ya da tekrarlanma vektérii olarak adlandirmistir. Olusturulan
ikili dizi i¢in R,(t) otokorelasyon foksiyonunu, i+t degeri modilo v de

degerlendirilmek iizere;

v-1 k t=0 (mod v) ise,
2 — Gillive {A = % t#0 (mod v) ise.

olarak tanimlamistir. P,(t) periyodik otokorelasyon fonksiyonunu (normallestirilmis

otokorelasyon fonksiyonu) ise;

1
P(t) = ;Ra(t)

seklinde tanimlamistir. Kodlanmis maske ile goriintiileme siirecinde k degeri sinyali ve
A degeri arka plan seviyesini belirler. Zand (1996) tarafindan verilen dogru maske
sablonu tasarlanmasi i¢in gerekli kriterlerden ikinci kritere gore sinyal-gliriiltii oranm
optimum olmaliydi. Yukaridaki korelasyon tanimimdan goriilebilecegi gibi bu sartin

saglanmasi i¢in k ile A arasinda miimkiin oldugu kadar biiyiik bir fark olmalidur.

Baumert (1971), baz1 t € Z degerleri icgin v=4t—1, k=2t—-1ve A=t—-1
oldugunda k ile A arasinda maksimum fark olacagini gostermistir. Bu 6zel degerlere
sahip olan fark kiimelerinin Hadamard fark kiimesi olarak adlandirildig: biliniyor. Bu
parametrelere sahip fark kiimeleri ti¢ temel tiirle siniflandiriabilir. Bu tiirler:
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1) Kuadratik rezidii fark kiimeleri; v asaldir.
i) Ikiz asal fark kiimeleri; p ve p + 2 asal sayilar1 icin v = p(p + 2).

iii) Pseudo-giiriltii fark kiimeleri; m € Z igin v = 2™ — 1.

Bu ii¢ maddede belirtilen bir tiire ait olan fark kiimesi, ayn1 zamanda baska bir tiire

de ait olabilir.

Ornek 1.6.9. (Z,; ® Z,3) ikiz asal grubundaki (5183,2591,1295) parametreli fark
kiimesi ele alnsin. (v, k,A) = (5183,2591,1295) parametreleri incelendiginde t =
1296 degeri i¢in (5183,2591,1295) = (4t —1,2t—1,t —1) oldugu goriiliir.

Boylece bu ikiz asal fark kiimesi tiiriiniin, bir Hadamard fark kiimesi oldugu anlasilir.

Konu ile ilgili daha fazla bilgi i¢in (Skinner, 1984), (Skinner, 1988), (Zand, 1995),
(Zand, 1996), (Zhang vd., 1998) caligmalarina bakilabilir.

Fark kiimelerinin diger uygulama alanlarindan olan hata diizeltme kodlar1 igin
(Assmus ve Key, 1992) ile (Beth vd., 1999) calismalarmna, verilerin kodlanmasi ve
desifrelenmesi i¢in (Baskar ve Saravanan, 2012) makalesine, kuantum bilisimindeki

uygulamasi i¢in Godsil ve Roy (2009)’un makalesine bakilabilir.
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2. YAPILAN CALISMALAR

Fark kiimelerinin ikili dizi olusturmadaki uygulamalarindan olan, astronomik
olaylarin goriintillenmesi i¢in kodlanmig bir maske olusturulmasi gerekmektedir.
Kodlanmig maskeyi olusturmak i¢in bir yontem, ikiz asal fark kiimesi olusturma
teoremini kullanarak fark kiimesi insa etmektir. Ancak olusturulacak olan kodlanmig
maskenin astronomik olaylarin goriintiilenmesinde kullanilabilmesi i¢in biiyiik bir fark
kiimesi bulmak gerekmektedir. Gereken biiytikliikteki fark kiimelerini bilgisayar destegi
olmadan bulmak zordur, bu nedenle bu fark kiimelerini bulabilmek igin bilgisayar

programinda yazilan kodlar kullanilmig ve fark kiimesi olusturan 6geler tespit edilmistir.

Fark kiimesi olusturan 6geler tespit edilirken, Z, @ Z,,, grubunu olusturan ikiz
asallar p ve p + 2 kullanilmaktadir. Ancak yazilan program kodlarinda ikiz asallar
dogrulanmamaktadir, yani kodlar1 ¢alistirirken ikiz asal ciftlerinden birincisi olan p
yerine baska herhangi bir say1 girildiginde program kendini sonlandirmaktadir. Bu
nedenle oncelikle ikiz asallarin dogru tespit edilmesi gerekir. Kullanilacak olan ikiz
asallar1 bulmak i¢in C# programinda yazilan kodlar kullanilmistir. Burada bulunan ikiz

asallar C++ programindaki kodlar i¢in kullanilarak bir fark kiimesi inga edilmistir.

Istenilen biiyiikliikte fark kiimesi insa edildikten sonra fark kiimesinde bulunan
ikililer beyaz alanda ve fark kiimesinde bulunmayan ikililer gélgeli alanda olmak {izere

kodlanmis bir maske sablonu olusturulmustur.

Uydu teleskoplarinda kullanilan en yaygin fark kiimelerinden ikisi, Z,q @ Z43
grubundaki (5183,2591,1295) parametreli fark kiimesi ve Z,; @ Z,3 grubundaki
(1763,881,440) parametreli fark kiimesidir. Bu fark kiimelerinin her ikisi de yeterince
biiyiik 1x1 sablon maske iiretmektedir. Calisma i¢in Zgq D Z,4, ikiz asal grubundaki fark
kiimesi bulunarak, bu fark kiimesinin olusturdugu kodlanmis maske sablonu

gorsellestirilmistir.

Not: Calismada C++ ve C# programlarinda yazilmis olan kodlar sunulurken daha
anlagilabilir ve kullanigh olmasi i¢in, kodlarm ve program ciktilarmin kullanilan
programdaki ekran goriintiileri alinarak sunulmustur.
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2.1. Tkiz Asal Fark Kiimesi Olusturma Teoreminin C++ Uygulamasi

Bu baslik altinda Sekil 8 ve devaminda sunulan kodlar, kullanicidan Z, @ Zj .,
ikiz asal grubunu olusturan kiimelerden ilki olan Z, nin eleman sayis1 olan p asal
sayisini tek bir girdi olarak isteyecektir. Sonrasinda p + 2 asalin1 kendisi tespit ederek,
Teorem 1.4.16 da belirtilen D,,D,, D; kiimelerini bulacak ve en sonunda bulunan
kiimelerin bileskelerini alarak Z, & Z,., grubundaki D fark kiimesini olusturacaktir.
Bu kodlar, secilen ilk giris olan p nin asallik kontroliinii yapmaz ve olusturulan ikinci
p + 2 sayisin1 da kontrol etmez. Bu nedenle ikiz asallari en basta belirleyerek giris
yapilmalidir. Yapilan denemeler sonucunda, ikiz asal sisteminin bir parcasi olmayan

girilen her deger hata vermis ve uygulamanin kapanmasina neden olmustur.
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-1// NTL:Sayilar Teorisi i¢in kullanilan bir kitGphanedir.

1
2 |// paketler ve readme dosyalari http://www.shoup.net/ntl/ adresinde bulunabilir.
3 |// Burada sunulan kod, WTL 6.2.1 ile yazilmistir.
4 =#include <locale.h>
5 |#include <ctime>
5 |#include "stdafx.h"
7 |#include <stdio.h>
8 |#include <NTL/ZZ.h>
2 |#include <NTL/vector.h>
18 -lint main()
1 |{
12 // Programin, Turk¢e harf karakterlerini desteklemesini saglar.
13 setlocale(LC_ALL, "Turkish");
14 // Girilen her deger i¢in programin ¢alisma siresinin hesaplanmasini saglar.
15 clock_t baslangi¢ = clock(), bitis;
16 NTL_CLIENT
17 // Kullanilacak olan asallari baslatir.
18 ZZ p_asal, q_asal;
19 cout <« "ikiz Asallardan Birincisini Giriniz:\n";
20 cin >> p_asal;
21 cout << "\n";
22 g_asal = p_asal + 2;
23 cout << "Z_" «<¢ p_asal <« "xZ_" << q_asal «
24 " ikiz Asal Grubu I¢in Olusturulan Fark Kiumesi Asagida Listelenmistir."”;
25 cout << "\n";
26 = // modilo p ve modilo q da kuadratik rezidiu ve kuadratik olmayan rezidi
27 // degerlerini elde etmek icin vektdorler olusturulur.
28 Vec<ZZ> p_asal_kuadr, p_asal_nkuadr, q_asal_kuadr, g_asal_nkuadr;
29 85 // Teorem 1.3.7 den, kuadratik rezidi ve kuadratik olmayan rezidiu sayisi
39 // kullanmilarak vektor kimelerinin uzunluklari tanimlanir.
E3 | long p_uzunluk = conv<long>(p_asal - 1) / 2;
32 long q_uzunluk = conv<long>(g_asal - 1) / 2;
33 = // vektdrler kimesi, kuadratik rezidileri ve kuadratik olmayan rezidiileri
24 // elde etmek ic¢in uygun uzunluklarda olacak sekilde ayarlanir.
35 p_asal_kuadr.SetLength({p_uzunluk);
36 p_asal_nkuadr.SetLength{p_uzunluk);
37 q_asal_kuadr.SetLength(q_uzunluk);
38 q_asal_nkuadr.SetLength(q_uzunluk);
39 int p_ddeki_kuadr = @;
42 int q_ddeki_kuadr = @;
41 int p_ddeki_nkuadr = @;
42 int g_ddeki_nkuadr = @,
43 77 degisken;
43 // p_asal_kuadr ve p_asal_kuadn kumelerinin her ikisi de doldurulur.
45 for (int 1 = 1; 1 < p_asal; i++)
46 {
4 degisken = i;
43 if (Jacobi(degisken, p_asal) == 1)
43 {
5@ p_asal_kuadr[p_ddeki_kuadr] = i;
51 p_ddeki_kuadr++;
52 }
53 else
54 {

Sekil 8. ikiz asal fark kiimesi olusturma teoreminin C++ program dilindeki kodlart.
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55
56
57
58
59
6@
61
62
63
64
65
66
67
68
89
7e
71
72
73
74
75
76
77
78
79
ge
81
82
83
84
85
86
87
88
89
ge
921
92
93
94
g5
96
97
98
99
1ee
101
1e2
1e3
184
185
186
187

}

p_asal_nkuadr[p_ddeki_nkuadr] = 1;
p_ddeki_nkuadr++;
}
¥

// q_asal_kuadr ve q_asal_kuadn kimelerinin her ikisi de doldurulur.
for (int j = 1; j < q_asal; j++)

{
degisken = j;
if (Jacobi(degisken, g_ssal) == 1)
{
q_asal_kuadr[q_ddeki_kuadr] = j;
q_ddeki_kuadr++;
¥
else
{
q_asal_nkuadr[q_ddeki_nkuadr] = j;
q_ddeki_nkuadr++;
¥
}

// Teorem 1.4.16 dan, grup Z_p x Z_q formunda oldugundan D_1 kimesi i¢in (a,b)
// ikilileri olusturulur. Burada a degeri Z_p kimesinin elemani ve b=@ olacak.
cout << "{";

for (int k = @; k < p_asal; k++)

{

}

// Teorem 1.4.16 dan, grup Z_p X Z_q formunda oldugundan D_2 kimesi i¢in (a,b)
// ikilileri olusturulur. Burada a, Z_p kumesinin kuadratik rezidisu; b, Z_g
// kimesinin kuadratik rezidisd.

for (int k = ©; k < p_uzunluk; k++)

cout << "(" << k << ",0)";

{
for (int 1 = @; 1 < q_uzunluk; 1++)
{
cout << "(" << p_asal_kuadr[k] << "," <« q_asal_kuadr[l] << ")";
¥
}

// Teorem 1.4.16 dan, grup Z_p X Z_q formunda oldugundan D_3 kimesi i¢in (a,b)
// ikilileri olusturulur. Burada a, Z_p kumesinin kuadratik olmayan rezidisi;
// b, Z_q kimesinin kuadratik olmayan rezidisi.

for (int k = @; k < p_uzunluk; k++)

{
for (int 1 = 9; 1 < q_uzunluk; 1++)
{
cout << "(" <« p_asal_nkuadr[k] << "," << q_asal_nkuadr[1] << ")";
}
}

cout << "}\n" << "\n";

bitis = clock();

cout << (float)(bitis - baslangi¢) / CLOCKS_PER_SEC;
system("pause”);

return e;

Sekii 8 (devam). ikiz asal fark kiimesi olusturma teoreminin C++ program dilindeki

kodlar1.
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Program, Sekil 8 ve devaminda verilen kodlar ile c¢alistirildiginda ikiz asal
sistemindeki ilk saymin girilmesini isteyecektir. Ornegin Z,; @ Z,5 grubundaki D fark
kiimesi i¢in kodlar ¢alistirilirsa program, grubu olusturan ikiz asallardan ilki olan 11
sayisinin girilmesini isteyecektir ve sonugta Sekil 9 da verilen Z,; @ Z,5 grubundaki bir

fark kiimesini olusturacaktir.

z Asallardan Birincisini Giriniz:

Z 11xZ_13 ikiz Asal Grubu icin Olusturulan Fark Kimesi Asagida Listelenmistir.

{(e,0)(1,0)(2,0)(3,0)(4,0)(5,0)(6,0)(7,0)(8,0)(9,0)(10,0)(1,1)(1,3)(1,4)(1,9)(
1,10)(1,12)(3,1)(3,3)(3,4)(3,9)(3,10)(3,12)(4,1)(4,3)(4,4)(4,9)(4,10)(4,12)(5,
1)(5,3)(5,4)(5,9)(5,10)(5,12)(9,1)(9,3)(9,4)(9,9)(9,10)(9,12)(2,2)(2,5)(2,6)(2
,7)(2,8)(2,11)(6,2)(6,5)(6,6)(6,7)(6,8)(6,11)(7,2)(7,5)(7,6)(7,7)(7,8)(7,11) (8
,2)(8,5)(8,6)(8,7)(8,8)(8,11)(10,2)(10,5)(10,6)(10,7)(10,8)(10,11)}

Sekil 9. C++ program dilinde yazilan kodlar kullanilarak Z; @ Z;3 grubu igin
olusturulan fark kiimesi.

2.2. ikiz Asallar1 Bulmak icin C# Kodlan

Bu baslik altinda Sekil 10 da verilen kodlar, belirtilen deger ile 0 araligindaki ikiz
asallarin bulunmasi i¢in kullanilmaktadir. Kodlar calistirildiginda kullanicidan tek bir
giris isteyecektir. Sonrasinda girilen say1 ile 0 arahigindaki tiim ikiz asallari

listeleyecektir.
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1 -using System;
2 ;using System.Collections.Generic;
3 |using System.Ling;
4 |using System.Text;
5 Hclass Program
& |{
78 static void Main(string[] args)
g {
g int girilenSayi = g;
18 Console.Write("ikiz Asal Icin Ust Limit Giriniz: *);
11 girilenSayi = Convert.ToInt32(Console.ReadLine());
12 int[] Array_DfPrimes = GetPrimesUpto(girilensayi);
13 Conscle.Writeline("Ikiz Asallar®);
14 for (int 1 = 8; 1 < Array_OfPrimes.length - 1; 1++)
15 {
16 int FirstInt = Array_OfPrimes[i];
17 if (Array_0OfPrimes.Contains(Firstint + 2))
18 {
19 Console.Write{"{" + Firstint + "," # (FirstInt + 2).ToString{) + "}7);
28 }
21 }
22 Console.Readkey();
23 }
24 = private static int[] GetPrimesUpta(int maxNum)
25 {
26 List<int> primeNums = new List<int>();
27 if (maxNum != @)
2 {
29 Array ArrValues = Array.CreateInstance(typeof(int),
38 new int[] { maxNum - 1 }, new int[] { 2 });
31 for (int chkPrime = ArrValues.GetLowerBound(®); chkPrime <= (int)Mzth.Ceiling
32 (Math.sgrt(Arrvalues.GetUpperBound(@))); chkPrimes+)
33 {
34 if ((int)Arrvalues.GetValue(chkPrime) == 1) continue;
35 {
36 for (int multiplier = chkPrime; multiplier <= maxNum / 2; multiplier++)
37 {
38 if (chkPrime * multiplier <= maxNum)
39 {
48 Arrvalues.SetValue(l, chkPrime * multiplier);
41 }
42 }
a3 }
ae }
45
48 for (int chkPrime = Arrvalues.GetLowerBound(®);
47 chkPrime <= ArrValues.GetUppersound(8); chkPrime++)
ag {
43 if ((int)Arrvalues.GetValue(chkPrime) == 8)
58 {
51 primeNums.Add({chkPrime);
52 }
53 }
sa }
55 return primeNums.ToArray();
56 }
57 |}

Sekil 10. C# program dilinde girilen deger ile 0 arasindaki ikiz asallar1 bulma kodlar.
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0 — 1000 araligindaki ikiz asallarin listelenmesi i¢in program calistirildiginda ikiz

asallar igin Uist limit olarak 1000 yazilir ve Sekil 11 de verilen ikiz asallar elde edilir.

Giriniz: 1000

1{101,103}{107,109
39,241}{269

O

o B

U~

1
J
1
5

Sekil 11. C# program dilinde yazilan kodlar kullanilarak 0 — 1000 araliginda bulunan
ikiz asallar.

C# programindaki kodlar sayesinde 0 — 1000 araliginda listelenen {p,q} ikiz
asallar1 ile olusturulan Z, € Z, grubundaki ikiz asal fark kiimesini bulmak i¢in C++
programindaki kodlar c¢alistirildiginda ¢ok kisa siireler igerisinde fark kiimeleri
listelenebilmektedir. Belirtilen araliktaki ikiz asallarin olusturdugu gruplarin fark
kiimeleri i¢in (v, k,A) ve n parametreleri hesaplanmis olup, bu parametrelere sahip ikiz
asal fark kiimelerinin olusturulmasi i¢in programin ¢alisma siiresi yaklasik olarak Tablo
3 te sunulmustur. Bilgisayar {lizerinde ¢alistirilan komutlarin ¢aligma siiresi bilgisayarin
durumuna (c¢alisan islem sayisi, cpu kullanimi, ram kullanimi, cpu hizi vb.) bagl olarak
degismektedir. Bundan dolayr komutlarin ¢aligma siireleri “Big O Notation” olarak
adlandirilan bir yontem ile bulunarak degerlendirilmektedir. Tablo 3 te sunulan siireler

yaklasik olarak verilmistir.
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Tablo 3. 0-1000 arahgmdaki {p, q} ikiz asallar1 i¢in Z, @ Z, ikiz asal grubundaki fark

kiimesinin parametreleri ve C++ programinda yazilan kodlarin {p, g} sayilari
icin ortalama fark kiimesi olugturma siiresi.

p q (v, k, 1) n Programimn Ortalama
Calisma Siiresi
3 5 (15,7,3) 4 2 saniye
5 7 (35,17,8) 9 2 saniye
11 13 (143,71,35) 36 2 saniye
17 19 (323,161,80) 81 2 saniye
29 31 (899,449,224) 225 4 saniye
41 43 (1763,881,440) 441 4 saniye
59 61 (3599,1799,899) 900 6 saniye
71 73 (5183,2591,1295) 1296 7 saniye
101 103 (10403,5201,2600) 2601 12 saniye
107 109 (11663,5831,2915) 2916 14 saniye
137 139 (19043,9521,4760) 4761 22 saniye
149 151 (22499,11249,5624) 5625 26 saniye
179 181 (32399,16199,8099) 8100 31 saniye
191 193 (36863,18431,9215) 9216 37 saniye
197 199 (39203,19601,9800) 9801 45 saniye
227 229 (51983,25991,12995) 12996 59 saniye
239 241 (57599, 28799, 14399) 14400 69 saniye
269 271 (72899, 36449,18224) 18225 86 saniye
281 283 (79523,39761,19880) 19881 95 saniye
311 313 (97343,48671,24335) 24336 116 saniye
347 349 (121103,60551,30275) 30276 152 saniye
419 421 (176399,88199,44099) 44100 207 saniye
431 433 (186623,93311,46655) 46656 239 saniye
461 463 (213443,106721,53360) 53361 243 saniye
521 523 (272483,136241,68120) 68121 292 saniye
569 571 (324899,162449,81224) 81225 356 saniye
599 601 (359999,179999,89999) 90000 358 saniye
617 619 (381923,190961,95480) 95481 376 saniye

641 643 (412163,206081,103040) 103041 394 saniye
659 661 (435599,217799,108899) 108900 414 saniye
809 811 (656099,328049,164024) 164025 635 saniye
821 823 (675683,337841,168920) 168921 665 saniye
827 829 (685583,342791,171395) 171396 678 saniye
857 859 (736163,368081,184040) 184041 710 saniye
881 883 (777923,388961,194480) 194481 785 saniye
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2.3. Zs9 @D Zg1 Grubundaki Fark Kiimesi

Asagida, Zgo @ Zg, ikiz asal grubundaki (3599,1799,899) parametreli
Hadamard fark kiimesi sunulmustur. Bu fark kiimesi, ikiz asal fark kiimesi olusturma

teoreminin C++ uygulamasi kullanilarak olusturulmustur.

{(0,0), (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0), (6,0), (7,0), (8,0), (9,0), (10,0), (11,0), (12,0), (13,0),
(14,0), (15,0), (16,0), (17,0), (18,0), (19,0), (20,0), (21,0), (22,0), (23,0), (24,0), (25,0),
(26,0), (27,0), (28,0), (29,0), (30,0), (31,0), (32,0), (33,0), (34,0), (35,0),(36,0), (37,0),
(38,0), (39,0), (40,0), (41,0), (42,0), (43,0), (44,0), (45,0), (46,0), (47,0), (48,0), (49,0),
(50,0), (51,0), (52,0), (53,0), (54,0, (55,0), (56,0), (57,0), (58,0), (1,1), (1,3), (1,4), (1,5),
(1,9), (1,12), (1,13), (1,14), (1,15), (1,16), (1,19), (1,20), (1,22), (1,25), (1,27), (1,34),
(1,36), (1,39), (1,41), (1,42), (1,45), (1,46), (1,47), (1,48), (1,49), (1,52), (1,56), (1,57),
(1,58), (1,60), (3,1), (3,3), (3,4), (3,5), (3,9), (3,12), (3,13), (3,14), (3,15), (3,16), (3,19),
(3,20), (3,22), (3,25), (3,27), (3,34), (3,36), (3,39), (3,41), (3,42), (3,45), (3,46), (3,47),
(3,48), (3,49), (3,52), (3,56), (3,57), (3,58), (3,60), (4,1), (4,3), (4,4), (4,5), (4,9), (4,12),
(4,13), (4,14), (4,15), (4,16), (4,19), (4,20), (4,22), (4,25), (4,27), (4,34), (4,36), (4,39),
(4,41), (4,42), (4,45), (4,46), (4,47), (4,48), (4,49), (4,52), (4,56), (4,57), (4,58), (4,60),
(5,1), (5.3), (5,4), (5,5), (5,9), (5,12), (5,13), (5,14), (5,15), (5,16), (5,19), (5,20), (5,22),
(5,25), (5,27), (5,34), (5,36), (5,39), (5,41), (5,42), (5,45), (5,46), (5,47), (5,48), (5,49),
(5,52), (5,56), (5,57), (5,58), (5,60), (7,1), (7,3), (7,4), (7,5), (7,9), (7,12), (7,13), (7,14),
(7,15), (7,16), (7,19), (7,20), (7,22), (7,25), (7,27), (7,34), (7,36), (7,39), (7,41), (7,42),
(7,45), (7,46), (7,47), (7,48), (7,49), (7,52), (7,56), (7,57), (7,58), (7,60), (9,1), (9,3), (9,4),
(9,5), (9,9), (9,12), (9,13), (9,14), (9,15), (9,16), (9,19), (9,20), (9,22), (9,25), (9,27),
(9,34), (9,36), (9,39), (9,41), (9,42), (9,45), (9,46), (9,47), (9,48), (9,49), (9,52), (9,56),
(9,57), (9,58), (9,60), (12,1), (12,3), (12,4), (12,5), (12,9), (12,12), (12,13), (12,14),
(12,15), (12,16), (12,19), (12,20), (12,22), (12,25), (12,27), (12,34), (12,36), (12,39),
(12,41), (12,42), (12,45), (12,46), (12,47), (12,48), (12,49), (12,52), (12,56), (12,57),
(12,58), (12,60), (15,1), (15,3), (15,4), (15,5), (15,9), (15,12), (15,13), (15,14), (15,15),
(15,16), (15,19), (15,20), (15,22), (15,25), (15,27), (15,34), (15,36), (15,39), (15,41),
(15,42), (15,45), (15,46), (15,47), (15,48), (15,49), (15,52), (15,56), (15,57), (15,58),
(15,60), (16,1), (16,3), (16,4), (16,5), (16,9), (16,12), (16,13), (16,14), (16,15), (16,16),
(16,19), (16,20), (16,22), (16,25), (16,27), (16,34), (16,36), (16,39), (16,41), (16,42),
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(16,45), (16,46), (16,47), (16,48), (16,49), (16,52), (16,56), (16,57), (16,58), (16,60),
(17,1), (17,3), (17,4), (17,5), (17,9), (17,12), (17,13), (17,14), (17,15), (17,16), (17,19),
(17,20), (17,22), (17,25), (17,27), (17,34), (17,36), (17,39), (17,41), (17,42), (17,45),
(17,46), (17,47), (17,48), (17,49), (17,52), (17,56), (17,57), (17,58), (17,60), (19,1),
(19,3), (19,4), (19,5), (19,9), (19,12), (19,13), (19,14), (19,15), (19,16), (19,19), (19,20),
(19,22), (19,25), (19,27), (19,34), (19,36), (19,39), (19,41), (19,42), (19,45), (19,46),
(19,47), (19,48), (19,49), (19,52), (19,56), (19,57), (19,58), (19,60), (20,1), (20,3), (20,4),
(20,5), (20,9), (20,12), (20,13), (20,14), (20,15), (20,16), (20,19), (20,20), (20,22),
(20,25), (20,27), (20,34), (20,36), (20,39), (20,41), (20,42), (20,45), (20,46), (20,47),
(20,48), (20,49), (20,52), (20,56), (20,57), (20,58), (20,60), (21,1), (21,3), (21,4), (21,5),
(21,9), (21,12), (21,13), (21,14), (21,15), (21,16), (21,19), (21,20), (21,22), (21,25),
(21,27), (21,34), (21,36), (21,39), (21,41), (21,42), (21,45), (21,46), (21,47), (21,48),
(21,49), (21,52), (21,56), (21,57), (21,58), (21,60), (22,1), (22,3), (22,4), (22,5), (22.9),
(22,12), (22,13), (22,14), (22,15), (22,16), (22,19), (22,20), (22,22), (22.25), (22,27),
(22,34), (22,36), (22,39), (22,41), (22,42), (22,45), (22,46), (22,47), (22,48), (22,49),
(22,52), (22,56), (22,57), (22,58), (22,60), (25,1), (25,3), (25,4), (25,5), (25,9), (25,12),
(25,13), (25,14), (25,15), (25,16), (25,19), (25,20), (25,22), (25,25), (25,27), (25,34),
(25,36), (25,39), (25,41), (25,42), (25,45), (25,46), (25,47), (25,48), (25,49), (25,52),
(25,56), (25,57), (25,58), (25,60), (26,1), (26,3), (26,4), (26,5), (26,9), (26,12), (26,13),
(26,14), (26,15), (26,16), (26,19), (26,20), (26,22), (26,25), (26,27), (26,34), (26,36),
(26,39), (26,41), (26,42), (26,45), (26,46), (26,47), (26,48), (26,49), (26,52), (26,56),
(26,57), (26,58), (26,60), (27,1), (27,3), (27,4), (27,5), (27,9), (27,12), (27,13), (27,14),
(27,15), (27,16), (27,19), (27,20), (27,22), (27,25), (27,27), (27,34), (27,36), (27,39),
(27,41), (27,42), (27,45), (27,46), (27,47), (27,48), (27,49), (27,52), (27,56), (27,57),
(27,58), (27,60), (28,1), (28,3), (28,4), (28,5), (28,9), (28,12), (28,13), (28,14), (28,15),
(28,16), (28,19), (28,20), (28,22), (28,25), (28,27), (28,34), (28,36), (28,39), (28,41),
(28,42), (28,45), (28,46), (28,47), (28,48), (28,49), (28,52), (28,56), (28,57), (28,58),
(28,60), (29,1), (29,3), (29,4), (29,5), (29,9), (29,12), (29,13), (29,14), (29,15), (29,16),
(29,19), (29,20), (29,22), (29,25), (29,27), (29,34), (29,36), (29,39), (29,41), (29,42),
(29,45), (29,46), (29,47), (29,48), (29,49), (29,52), (29,56), (29,57), (29,58), (29,60),
(35,1), (35,3), (35,4), (35,5), (35,9), (35,12), (35,13), (35,14), (35,15), (35,16), (35,19),
(35,20), (35,22), (35,25), (35,27), (35,34), (35,36), (35,39), (35,41), (35,42), (35,45),
(35,46), (35,47), (35,48), (35,49), (35,52), (35,56), (35,57), (35,58), (35,60), (36,1),
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(36,3), (36,4), (36,5), (36,9), (36,12), (36,13), (36,14), (36,15), (36,16), (36,19), (36,20),
(36,22), (36,25), (36,27), (36,34), (36,36), (36,39), (36,41), (36,42), (36,45), (36,46),
(36,47), (36,48), (36,49), (36,52), (36,56), (36,57), (36,58), (36,60), (41,1), (41,3), (41,4),
(41,5), (41,9), (41,12), (41,13), (41,14), (41,15), (41,16), (41,19), (41,20), (41,22),
(41,25), (41,27), (41,34), (41,36), (41,39), (41,41), (41,42), (41,45), (41,46), (41,47),
(41,48), (41,49), (41,52), (41,56), (41,57), (41,58), (41,60), (45,1), (45,3), (45,4), (45,5),
(45,9), (45,12), (45,13), (45,14), (45,15), (45,16), (45,19), (45,20), (45,22), (45,25),
(45,27), (45,34), (45,36), (45,39), (45,41), (45,42), (45,45), (45,46), (45,47), (45,48),
(45,49), (45,52), (45,56), (45,57), (45,58), (45,60), (46,1), (46,3), (46,4), (46,5), (46,9),
(46,12), (46,13), (46,14), (46,15), (46,16), (46,19), (46,20), (46,22), (46,25), (46,27),
(46,34), (46,36), (46,39), (46,41), (46,42), (46,45), (46,46), (46,47), (46,48), (46,49),
(46,52), (46,56), (46,57), (46,58), (46,60), (48,1), (48,3), (48,4), (48,5), (48,9), (48,12),
(48,13), (48,14), (48,15), (48,16), (48,19), (48,20), (48,22), (48,25), (48,27), (48,34),
(48,36), (48,39), (48,41), (48,42), (48,45), (48,46), (48,47), (48,48), (48,49), (48,52),
(48,56), (48,57), (48,58), (48,60), (49,1), (49,3), (49,4), (49,5), (49,9), (49,12), (49,13),
(49,14), (49,15), (49,16), (49,19), (49,20), (49,22), (49,25), (49,27), (49,34), (49,36),
(49,39), (49,41), (49,42), (49,45), (49,46), (49,47), (49,48), (49,49),, (49,52), (49,56),
(49,57), (49,58), (49,60), (51,1), (51,3), (51,4), (51,5), (51,9), (51,12), (51,13), (51,14),
(51,15), (51,16), (51,19), (51,20), (51,22), (51,25), (51,27), (51,34), (51,36), (51,39),
(51,41), (51,42), (51,45), (51,46), (51,47), (51,48), (51,49), (51,52), (51,56), (51,57),
(51,58), (51,60), (53,1), (53,3), (53,4), (53,5), (53,9), (53,12), (53,13), (53,14), (53,15),
(53,16), (53,19), (53,20), (53,22), (53,25), (53,27), (53,34), (53,36), (53,39), (53,41),
(53,42), (53,45), (53,46), (53,47), (53,48), (53,49), (53,52), (53,56), (53,57), (53,58),
(53,60), (57,1), (57,3), (57,4), (57,5), (57,9), (57,12), (57,13), (57,14), (57,15), (57,16),
(57,19), (57,20), (57,22), (57,25), (57,27), (57,34), (57,36), (57,39), (57,41), (57,42),
(57,45), (57,46), (57,47), (57,48), (57,49), (57,52), (57,56), (57,57), (57,58), (57,60),
(2,2), (2,6), (2,7), (2,8), (2,10), (2,11), (2,17), (2,18), (2,21), (2,23), (2,24), (2,26), (2,28),,
(2,29), (2,30), (2,31), (2,32), (2,33), (2,35), (2,37), (2,38), (2,40), (2,43), (2,44), (2,50),
(2,51), (2,53), (2,54), (2,55), (2,59), (6,2), (6,6), (6,7), (6,8), (6,10), (6,11), (6,17), (6,18),
(6,21), (6,23), (6,24), (6,26), (6,28), (6,29), (6,30), (6,31), (6,32), (6,33), (6,35), (6,37),
(6,38), (6,40), (6,43), (6,44), (6,50), (6,51), (6,53), (6,54), (6,55), (6,59), (8,2), (8,6), (8,7),
(8,8), (8,10), (8,11), (8,17), (8,18), (8,21), (8,23), (8,24), (8,26), (8,28), (8,29), (8,30),
(8,31), (8,32), (8,33), (8,35), (8,37), (8,38), (8,40), (8,43), (8,44), (8,50), (8,51), (8,53),
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(8,54), (8,55), (8,59), (10,2), (10,6), (10,7), (10,8), (10,10), (10,11), (10,17), (10,18),
(10,21), (10,23), (10,24), (10,26), (10,28), (10,29), (10,30), (10,31), (10,32), (10,33),
(10,35), (10,37), (10,38), (10,40), (10,43), (10,44), (10,50), (10,51), (10,53), (10,54),
(10,55), (10,59), (11,2), (11,6), (11,7), (11,8), (11,10), (11,11), (11,17), (11,18), (11,21),
(11,23), (11,24), (11,26), (11,28), (11,29), (11,30), (11,31), (11,32), (11,33), (11,35),
(11,37), (11,38), (11,40), (11,43), (11,44), (11,50), (11,51), (11,53), (11,54), (11,55),
(11,59), (13,2), (13,6), (13,7), (13,8), (13,10), (13,11), (13,17), (13,18), (13,21), (13,23),
(13,24), (13,26), (13,28),, (13,29), (13,30), (13,31), (13,32), (13,33), (13,35), (13,37),
(13,38), (13,40), (13,43), (13,44), (13,50), (13,51), (13,53), (13,54), (13,55), (13,59),
(14,2), (14,6), (14,7), (14.8), (14,10), (14,11), (14,17), (14,18), (14,21), (14,23), (14,24),
(14,26), (14,28), (14,29), (14,30), (14,31), (14,32), (14,33), (14,35), (14,37), (14,38),
(14,40), (14,43), (14,44), (14,50), (14,51), (14,53), (14,54), (14,55), (14,59), (18,2),
(18,6), (18,7), (18,8), (18,10), (18,11), (18,17), (18,18), (18,21), (18,23), (18,24), (18,26),
(18,28), (18,29), (18,30), (18,31), (18,32), (18,33), (18,35), (18,37), (18,38), (18,40),
(18,43), (18,44), (18,50), (18,51), (18,53), (18,54), (18,55), (18,59), (23,2), (23,6), (23,7),
(23,8), (23,10, (23,11), (23,17), (23,18), (23,21), (23,23), (23,24), (23,26), (23,28),
(23,29), (23,30), (23,31), (23,32), (23,33), (23,35), (23,37), (23,38), (23,40), (23,43),
(23,44), (23,50), (23,51), (23,53), (23,54), (23,55), (23,59), (24,2), (24,6), (24,7), (24,8),
(24,10), (24,11), (24,17), (24,18), (24,21), (24,23), (24,24), (24,26), (24,28), (24,29),
(24,30), (24,31), (24,32), (24,33), (24,35), (24,37), (24,38), (24,40), (24,43), (24,44),
(24,50), (24,51), (24,53), (24,54), (24,55), (24,59), (30,2), (30,6), (30,7), (30,8), (30,10),
(30,11), (30,17), (30,18), (30,21), (30,23), (30,24), (30,26), (30,28), (30,29), (30,30),
(30,31), (30,32), (30,33), (30,35), (30,37), (30,38), (30,40), (30,43), (30,44), (30,50),
(30,51), (30,53), (30,54), (30,55), (30,59), (31,2), (31,6), (31,7), (31,8), (31,10), (31,11),
(31,17), (31,18), (31,21), (31,23), (31,24), (31,26), (31,28), (31,29), (31,30), (31,31),
(31,32), (31,33), (31,35), (31,37), (31,38), (31,40), (31,43), (31,44), (31,50), (31,5),
(31,53), (31,54), (31,55), (31,59), (32,2), (32,6), (32,7), (32,8), (32,10), (32,11), (32,17),
(32,18), (32,21), (32,23), (32,24), (32,26), (32,28), (32,29), (32,30), (32,31), (32,32),
(32,33), (32,35), (32,37), (32,38), (32,40), (32,43), (32,44), (32,50), (32,51), (32,53),
(32,54), (32,55), (32,59), (33,2), (33,6), (33,7), (33,8), (33,10), (33,11), (33,17), (33,18),
(33,21), (33,23), (33,24), (33,26), (33,28), (33,29), (33,30), (33,31), (33,32), (33,33),
(33,35), (33,37), (33,38), (33,40), (33,43), (33,44), (33,50), (33,51), (33,53), (33,54),
(33,55), (33,59), (34,2), (34,6), (34,7), (34,8), (34,10), (34,11), (34,17), (34,18), (34,21),
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(34,23), (34,24), (34,26), (34,28), (34,29), (34,30), (34,31), (34,32), (34,33), (34,35),
(34,37), (34,38), (34,40), (34,43), (34,44), (34,50), (34,51), (34,53), (34,54), (34,55),
(34,59), (37,2), (37.,6), (37,7), (37,8), (37,10), (37,11), (37,17), (37,18), (37,21), (37,23),
(37,24), (37,26), (37,28), (37,29), (37,30), (37,31), (37,32), (37,33), (37,35), (37,37),
(37,38), (37,40), (37,43), (37,44), (37,50), (37,51), (37,53), (37,54), (37,55), (37,59),
(38,2), (38,6), (38,7), (38,8), (38,10), (38,11), (38,17), (38,18), (38,21), (38,23), (38,24),
(38,26), (38,28), (38,29), (38,30), (38,31), (38,32), (38,33), (38,35), (38,37), (38,38),
(38,40), (38,43), (38,44), (38,50), (38,51), (38,53), (38,54), (38,55), (38,59), (39,2),
(39,6), (39,7), (39,8), (39,10), (39,11), (39,17), (39,18), (39,21), (39,23), (39,24), (39,26),
(39,28), (39,29), (39,30), (39,31), (39,32), (39,33), (39,35), (39,37), (39,38), (39,40),
(39,43), (39,44), (39,50), (39,51), (39,53), (39,54), (39,55), (39,59), (40,2), (40,6), (40,7),
(40,8), (40,10), (40,11), (40,17), (40,18), (40,21), (40,23), (40,24), (40,26), (40,28),
(40,29), (40,30), (40,31), (40,32), (40,33), (40,35), (40,37), (40,38), (40,40), (40,43),
(40,44), (40,50), (40,51), (40,53), (40,54), (40,55), (40,59), (42,2), (42,6), (42,7), (42,8),
(42,10), (42,11), (42,17), (42,18), (42,21), (42,23), (42,24), (42,26), (42,28), (42,29),
(42,30), (42,31), (42,32), (42,33), (42,35), (42,37), (42,38), (42,40), (42,43), (42,44),
(42,50), (42,51), (42,53), (42,54), (42,55), (42,59), (43,2), (43,6), (43,7), (43,8), (43,10),
(43,11), (43,17), (43,18), (43,21), (43,23), (43,24),, (43,26), (43,28), (43,29), (43,30),
(43,31), (43,32), (43,33), (43,35), (43,37), (43,38), (43,40), (43,43), (43,44), (43,50),
(43,51), (43,53), (43,54), (43,55), (43,59), (44,2), (44,6), (44.7), (44,8), (44,10), (44,11),
(44,17), (44,18), (44,21), (44,23), (44,24), (44,26), (44,28), (44,29), (44,30), (44,31),
(44,32), (44,33), (44,35), (44,37), (44,38), (44,40), (44,43), (44,44), (44,50), (44,51),
(44,53), (44,54), (44,55), (44,59), (47,2), (47,6), (47,7), (47,8), (47,10), (47,11), (47,17),
(47,18), (47,21), (47,23), (47,24), (47,26), (47,28), (47,29), (47,30), (47,31), (47,32),
(47,33), (47,35), (47,37), (47,38), (47,40), (47,43), (47,44), (47,50), (47,51), (47,53),
(47,54), (47,55), (47,59), (50,2), (50,6), (50,7),, (50,8), (50,10), (50,11), (50,17), (50,18),
(50,21), (50,23), (50,24), (50,26), (50,28), (50,29), (50,30), (50,31), (50,32), (50,33),
(50,35),, (50,37), (50,38), (50,40), (50,43), (50,44), (50,50), (50,51), (50,53), (50,54),
(50,55), (50,59), (52,2), (52,6), (52,7), (52,8), (52,10), (52,11), (52,17), (52,18), (52,21),
(52,23), (52,24), (52,26), (52,28), (52,29), (52,30), (52,31), (52,32), (52,33), (52,35),
(52,37), (52,38), (52,40), (52,43), (52,44), (52,50), (52,51), (52,53), (52,54), (52,55),
(52,59), (54,2), (54,6), (54,7), (54,8), (54,10), (54,11), (54,17), (54,18), (54,21), (54,23),
(54,24), (54,26), (54,28), (54,29), (54,30), (54,31), (54,32), (54,33),, (54,35), (54,37),
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(54,38), (54,40), (54,43), (54,44), (54,50), (54,51), (54,53), (54,54), (54,55), (54,59),
(55,2), (55,6), (55,7), (55,8), (55,10), (55,11), (55,17), (55,18), (55,21), (55,23), (55,24),
(55,26), (55,28), (55,29), (55,30), (55,31), (55,32), (55,33), (55,35), (55,37), (55,38),
(55,40), (55,43), (55,44), (55,50), (55,51), (55,53), (55,54), (55,55), (55,59), (56,2),
(56,6), (56,7), (56,8), (56,10), (56,11), (56,17), (56,18), (56,21), (56,23), (56,24), (56,26),
(56,28), (56,29), (56,30), (56,31), (56,32), (56,33), (56,35), (56,37), (56,38), (56,40),
(56,43), (56,44), (56,50), (56,51), (56,53), (56,54), (56,55), (56,59), (58,2), (58,6), (58,7),
(58,8), (58,10), (58,11), (58,17), (58,18), (58,21), (58,23), (58,24), (58,26),, (58,28),
(58,29), (58,30), (58,31), (58,32), (58,33), (58,35), (58,37), (58,38), (58,40), (58,43),
(58,44), (58,50), (58,51), (58,53), (58,54), (58,55), (58,59)}
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2.4, Tsg @ Zg; Grubundaki Fark Kiimesi I¢in Kodlanmis Maske Sablonu

Ikiz asal fark kiimesi olusturma teoreminin C++ uygulamasmdaki kodlar: ile
bulunan Zsq @ Zg; grubundaki fark kiimesi kullanilarak olusturulan kodlanmis maske
sablonu Sekil 12 de gosterilmistir. Ayrica bu kodlanmis maske sablonunun icerigindeki

baz1 ikililerin bilgi amacl gosterildigi detayli kodlanmis maske sablonu Sekil 13 te

sunulmustur.

Sekil 12. Zsq @D Zg; ikiz asal grubundaki fark kiimesi kullanilarak olusturulan
kodlanmis maske sablonu.
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(0,0 | (03 | (02 (0,30) | (0,31) (0,58) | (0,59) | (0,60)
10 | (1Y) | @2 (1,30) | (1,31) (1,58) | (3,59) | (1,60)
20 | 23 | 22 (2,30 | (231) (2,58) | (2,59) | (2,60)
(20,0 | (20,1) | (20,2) (20,30) | (20,31) (20,58) | (20,59) | (20,60)
(21,0 | (21,1 | (22,2) (21,30) | (21,31) (21,58) | (21,59) | (21,60)
(220 | (22,0 | (22.2) (22,30) | (22,31) (22,58) | (22,59) | (22,60)
(230 | (30 | (232 (23,30) | (23,31) (23,58) | (23,59) | (23,60)
(24,0) | (241 | (23,2) (24,30) | (24,31) (24,58) | (24,59) | (24,60)
(250) | (251 | (25,2) (25,30) | (25,31) (25,58) | (25,59) | (25,60)
(26,0 | (26,1) | (26,2) (26,30) | (26,31) (26,58) | (26,59) | (26,60)
(27,0 | (27,0 | (27,2) (27,30) | (27,32) (27,58) | (27,59) | (27,60)
(280) | (281) | (282) (28,30) | (28,31) (28,58) | (28,59) | (28,60)
(29,0 | (29,1 | (29,2) (29,30) | (29,31) (29,58) | (29,59) | (29,60)
(30,0) | (30,1) | (30,2) (30,30) | (30,31) (30,58) | (30,59) | (30,60)
(31,0 | (331 | (31,2) (31,30) | (31,32) (31,58) | (31,59) | (31,60)
(320 | (321) | (32,2) (32,30 | (32,31) (32,58) | (32,59) | (32,60)
330 | (330) | (332 (33,30) | (33,32) (33,58) | (33,59) | (33,60)
(34,0 | (381 | (33,2) (34,30) | (34,31) (34,58) | (34,59) | (34,60)
(350) | (351 | (35,2) (35,30) | (35,31) (35,58) | (35,59) | (35,60)
(36,0) | (36,1) | (36,2) (36,30) | (36,31) (36,58) | (36,59) | (36,60)
37,0 | (37,0 | (37,2 (37,30) | (37,32) (37,58) | (37,59) | (37,60)
(38,0 | (381) | (382) (38,30) | (38,31) (38,58) | (38,59) | (38,60)
(39,0 | (33,0) | (39,2) (39,30) | (39,31) (39,58) | (39,59) | (39,60)
(56,0) | (56,2) | (56,2) (56,30) | (56,31) (56,58) | (56,59) | (56,60)
(57,0 | (57,1 | (57,2) (57,30) | (57,31) (57,58) | (57,59) | (57,60)
(58,0) | (58) | (58,2) (58,30) | (58,31) (58,58) | (58,59) | (58,60)

Sekil 13. Z;q®Zg, ikiz asal grubundaki (3599,1799,899) parametreli fark kiimesi

kullanilarak olusturulan ayrmtili kodlanmig maske sablonu.
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3. BULGULAR

Bu tez caligmasinda fark kiimeleri konusu ile ilgili genel bir literatiir 6zeti verilerek,
fark kiimelerinin ikili dizi olusturmadaki uygulamalarindan olan, astronomik olaylarin
goriintiilenmesi uygulamasinda kullanilan kodlanmig maske olusturulmasina yonelik

calismalar yapilmistir.

Kodlanmis maske olusturmak icin 6ncelikle uygun bir grup ve bu grup igerisindeki
fark kiimesini bulmak gerekmektedir. Bunun i¢in gerekli olan fark kiimesini bulmanin bir
yolu ikiz asal gruplarmi kullanmaktir. Ikiz asal bir gruba sahip olmak i¢in ikiz asallarin
tespit edilmesi gerekir. Bu nedenle C# bilgisayar programinda yazilmis olan kodlardan
faydalanilarak belirli bir aralik i¢in ikiz asallar listelenmistir. Bu ikiz asallar igerisinden
keyfi {59,61} ikilisi secilerek Zsq @ Zg; grubu olusturulmustur. Olusturulan ikiz asal
grubunun igerisinde gomiilii olan fark kiimesini bulmak i¢in ikiz asal fark kiimesi
teoreminden faydalanilmistir. Ancak seg¢ilen grup biiylik oldugu i¢in igerisindeki fark
kiimesini bulma siirecinde, ikiz asal fark kiimesi teoreminin C++ bilgisayar programinda
yazilmis olan kodlar1 kullanilmigtir. Programdaki kodlarmn c¢alistirilmasi neticesinde

Zso @ Zg; grubu igerisindeki fark kiimesi bulunmustur.

Bulunan bu fark kiimesi kullanilarak, astronomik olaylarm goriintiilenmesi

uygulamasinda kullanilanlara benzer bir kodlanmis maske sablonu olusturulmustur.
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4. TARTISMA ve SONUCLAR

Tez caligmasinda Oncelikle ¢alisma igin gerekli olan bilgiler mevcut literatiirden
faydalanilarak sunulmustur. Bu bilgiler igerisinde fark kiimeleri ile ilgili temel kavramlar,
fark kiimelerinin Ozellikleri, aileleri, ¢aligma i¢in onemli olan teoremler ve bazilarinin
ispatlar1 verilmis olup, fark kiimelerinin uygulama alanlarmna dair bilgiler sunulmustur.
Fark kiimelerinin ikili dizi olusturmadaki uygulamalarindan olan kodlanmis maske

olusturulmasina yonelik ayrmtili bir calisma yapilmastir.

Yapilan c¢aligmalar kisminda, fark kiimelerinin ikili dizi olusturmadaki
uygulamalarindan olan astronomik olaylarin goriintiilenmesi i¢in kullanilan kodlanmis
maske olusturulmasina yonelik olarak, oncelikle belirli araliklardaki ikiz asallarin
bulunmas1 ve bu ikiz asallar ile olusturulan gruplar icerisindeki fark kiimelerinin

belirlenmesi i¢in bilgisayar program dillerinde yazilan kod pargalar1 sunulmustur.

C# program dilinde yazilan kodlar kullanilarak belirli araliklardaki ikiz asallar
listelenebilmektedir. Bu ikiz asallar igerisinden keyfi secilen {59,61} ikiz asallari
kullanilarak olusturulan grup igerisindeki fark kiimesi, C++ program dilinde yazilan
kodlar sayesinde elde edilmistir. Bulunan fark kiimesi ile belirli kurallar ¢ergevesinde bir

kodlanmis maske sablonu olusturulmustur.
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5. ONERILER

Fark kiimeleri konusu olduk¢a kapsamli olup birgok alanda uygulamalari
bulunmaktadir. Bu uygulama alanlarmin her biri i¢in ¢ok detayl ¢aligmalar yapilmasi
gerekmektedir. Fark kiimelerinin uygulamalarda kullanilabilmesi i¢in oncelikle grup
icerisinde gomiilii olan fark kiimesinin bulunmasi gerekir. Bir grup igerisindeki fark
kiimesini bulmak i¢in bir¢ok yontem mevcuttur. Ancak bu yontemler kullanilirken fark
kiimelerinin bilgisayar destegi olmadan bulunmasi her zaman kolay olmayabilir. Bu
nedenle bilgisayar program dillerinde, fark kiimelerinin bulunmasina yonelik yontemlere
uygun kod pargalar1 yazilabilir. Ayrica verilen (v, k, A) parametreleri ile bir fark kiimesi

bulunup bulunmadig tizerine kodlar yazilabilir.
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